XLVIII Olimpiada Matem atica Espdiola
Primera Fase A n‘_

Primera sesbn i |

Viernes tarde, 16 de diciembre de 2011

1. Seamu, by c tres rumeros reales positivos cuyo producto es 1. Demostrar que
si la suma de estodimeros es mayor que la suma de sugpmecos, entonces
exactamente uno de ellos es mayor que 1.

2. Dos amigos A y B juegan por turnos de la siguiente manerael Enrno 1, A
escribe 1 0 2 en la pizarra; en el turno 2, B escribe 2 o 3; en@d 8, A escribe
3 0 4, y a$sucesivamente hasta el turno 2011, tras el cual finaliazeghbj. A
gana si la suma de todos lo8meros escritos esfrtiplo de 3, en cualquier otro
caso gana B. Determinar @ude los dos jugadores tiene una estrategia que le
permita ganar siempre.

3. SeaABC un triangulo no issceles, reéngulo enA. Los puntosD, E, F
esén sobre los ladoBC, C' A, AB respectivamente, de forma que"DFE es
un cuadrado. Las rectdsC'y E'F se cortan efdz. Demostrar que la rectad
es tangente a la circunferencia dardetroBC'.

No est permitido el uso de calculadoras.
Cada problema se punfia sobre 7 puntos.
El tiempo de cada segin es de 3 horas y media.



XLVIIl Olimpiada Matem atica Espéiola
Primera Fase A —

Segunda se$in Marendrica |

Sabado maiana, 17 de diciembre de 2011 ;

4. SeaABC'D un cuadriétero convexo yP un punto interior. Determinar gu
condiciones deben cumplir el cuadtiétro y el puntoP para que los cuatro
triangulosPAB, PBC, PC D'y PDA tengan la mismarea.

5. Seaf una funcon definida sobre el conjunto de los enteros positivos varitio
f(1) =1,y paratoda: > 1:

f2n)=f(n) =1, f2n+1) = f(n)+1

Determinar la sumg(1) + f(2) +--- + f(22°"' —1).

6. Tenemos una cole@ de esferas iguales que apilamos formando un tetraedro
cuyas aristas tienen todasesferas. Calcular, en fur@i den, el nimero total
de puntos de tangencia (contactos) entre las esferas débmon

No est permitido el uso de calculadoras.
Cada problema se punfia sobre 7 puntos.
El tiempo de cada segin es de 3 horas y media.
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OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA
Fase Local
Manana del Sabado

1 Dado un numero entero n escrito en el sistema de numeracién de-
cimal, formamos el namero entero k restando del niimero formado por
las tres ultimas cifras de n el nimero formado por las cifras anteriores
restantes. Demostrar que n es divisible por 7, 11 o 13 si y sélo si &k
también lo es.

2 Prueba que las sumas de las primeras, segundas y terceras poten-
cias de las raices del polinomio p(z) = z® + 22? + 3z + 4 valen lo
mismao.

3 En una sala de baile hay 15 chicos y 15 chicas dispuestos en dos
filas paralelas de manera que se formaran 15 parejas de baile. Sucede
que la diferencia de altura entre el chico y la chica de cada pareja no
supera los 10 cm. Demostrar que si colocamos los mismos chicos y
chicas en dos filas paralelas en orden creciente de alturas, también
sucedera que la diferencia de alturas entre los miembros de las nuevas
parejas asi formadas no superaran los 10 cm.

No esta permitido el uso de calculadoras.
Cada problema se puntaa sobre 7 puntos.
El tiempo de cada sesion es de 3 horas y media.



OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA
Fase Local
Tarde del Viernes

4 Calcula la suma de los inversos de los dos mil trece primeros términos
de la sucesion de término general

B 1
an =1—""3

8 Obtén los dos valores enteros de « mas proximos a 2013°, tanto por
defecto como por exceso, que cumplen esta ecuacién trigonométrica:

zsinzm 4 20052 T __ 2\/5

6 Por los puntos medios de dos lados de un triAngulo ABC trazamos
las medianas y unimos los puntos que trisecan el tercer lado con
el vértice opuesto. Asi, en el interior, se obtiene una pajarita (dos
tridngulos unidos por un vértice). Se pide calcular la fracciéon de su-
perficie total del triangulo que representa la pajarita.

No esta permitido el uso de calculadoras.
Cada problema se puntia sobre 7 puntos.
El tiempo de cada sesion es de 3 horas y media.



OLIMP IADA MATEM ATICA ESPANOLA
Fase Local, Lé&n
Primera sesbn, viernes 17 de enero de 2014 | ...

Matemdtica —

Espafiola RSME

Problema 1. Se considera un pigiono regular de 90artices, numerados del 1 al 90 de
manera aleatoria. Probar que siempre podemos encontraeda®s consecutivos cuyo pro-
ducto es mayor o igual que 2014.

Problema 2. Hallar las soluciones enteras de la ecaaci
xt + y4 = 3:133y

Problema 3. Seak un nimero entero positivo. Demostrar que es imposible cubta-to
mente un tablero cuadrado de latd 4 £ (k veces 2014) con fichas de la forma

| 1
4k

(orientadas de forma horizontal o vertical) sin que las 8®solapen.

No est permitido el uso de calculadoras.
Cada problema se punfia sobre 7 puntos.
El tiempo de cada segin es de 3 horas y media.



OLIMP iADA MATEM ATICA ESPANOLA
Fase Local, Lé&n
Segunda seéin, sAbado 18 de enero de 2014 | ...

Matemdtica —
Espafiola RSME

Problema 4. Searu, b nUmeros positivos. Probar que

a? + b2

a+b>Vab+ :

Problema 5.En el trianguloABC, seaM el punto medio d&3C'. Las rectas polM parale-
las aAB, AC cortan a las bisectrices d& C' en los puntos’, ) respectivamente. Demostrar
gue la rectaP(@ es perpendicular a la bisectriz de

Problema 6. De un prisma recto de base cuadrada, con lado de longitug altura H,
extraemos un tronco de pimide, no necesariamente recto, de bases cuadradas, osrdad
longitud L, (para la inferior) yL, (para la superior), y altur&. Las dos piezas obtenidas
aparecen en la imagen siguiente:

L,
L,
Si el volumen del tronco de @mide es 2/3 del total del volumen del prisma, & as el
valor deL;/Ly?

No est permitido el uso de calculadoras.
Cada problema se punfia sobre 7 puntos.
El tiempo de cada segin es de 3 horas y media.



Soluciones 2012
2012, Problema 1

Llamamos(x) a la condicdn de la hiptesisa + b + ¢ — (+ + 7 + %) > 0. Esto excluye el
caso en que una de las variables sea 1, porque séaéndr0, imposible. Aderas,abc = 1
impide quea, b, c sean todos- 1 o todos< 1. Por lo tanto, al menos uno entfe b, c) es> 1
y al menos uno es 1. Probaremos que es imposible el caso “dos mayores que 1, emarin
Por la simefia en las variables, podemos suponer @rdiga de generalidad que loémeros
mayores que 1 sany b. Sustituyende = = en la expresin (x) resulta:

1 1 1 2p +1—b—a—ab? —(a—1)(b—1)(ab—-1
NP S e o AP I—b—a— @ —(a=1)(b=1)ab=1)
ab a b ab ab

lo que es una contradi@m, ya quez — 1, b — 1y ab — 1 son positivos si > 1,b > 1. Al ser
imposible que dos variables seanl, debe ocurrir necesariamente el caso en que unaleg
las otras dos< 1.
Otra solucdn: en(x) sustituiri + % + % porbc + ca + aby sumarabe — 1, que es 0, con lo cual
queda:

0O<a+b+c—bc—ca—ab+abc—1=(a—1)(b—1)(c—1)

Que suerte, factoriza! Como el producto de los trésarose — 1,b — 1,¢ — 1 es positivo, 0
bien son los tres positivos (imposible, ya que eso imgkcarc > 1), o bien dos de ellos son
negativos y uno positivo, condam equivalente a la pedida en el enunciado.

2013, Problema 2

El jugador B utiliza la siguiente estrategia: copiar la gad de la jugada de A. Esto siempre es
posible, ya que B elige entre do@meros consecutivos. En el primer par de turnos, si A elige
1, B elegia 3, y si A escribe 2, B escrildirun 2. De esta manera, la suma parcial de los turnos
1y 2 sea 4. De forma similar, B siempre pddforzar a que la suma de los turnos 3y 4 sea
3+ 504+ 4, en cualquier caso 8, y en general, para todia suma de los turnas: — 1y 2n

se@ igual a4n, si B mantiene su estrategia (si A eligge — 1, B elige2n + 1, si A elige2n, B
elige 2n). Veamos con ggl situacbn se encontrarA cuando hayan transcurrido 2010 turnos,
es decir, 1005 parejas de turnos. La suma delosanos escritos hasta ese momenta ser

1005 1005 - 1006

2471 =4
n=1

que es mltiplo de 3 por serld005. En el turno 2011, A debe elegir entre jugar 2011 o 2012,
ninguno de los cuales ediftiplo de 3, por lo tanto no puede ganar, la victoria es siene B.

= 41005 - 503,



2012, Problema 3

Sea0O el punto medio de la hipotenugz(', o sea el centro de la circunferencia que pasa por
A, B,C. ComoAG corta a la circunferencia eA, para asegurar la condizi de tangencia
basta probar qud G es perpendicular 40.

Para deducir la inclinadn de A, la clave la proporcionan las simits del cuadrado: la
diagonal EF' es un eje de simétr, respecto al cual los puntes D son singtricos. Como
aden@sG, F esfn en el gje, se tiene la igualdad @egulos sirétricosGAF = GDF. Esta
Ultima igualdad tami&@n se poth haber deducido del hecho de que lo@igulosGAFy GDF
son congruentes (iguales) por tener iguales dos lafigs £ FD, FG = FG) y el angulo
comprendido entre ellc§ FA = GFD = 135°. Adenas, la reladin de paralelism®F||C A
implica queGD\F — BCA, y el trianguloOC A es isceles corOC = OA, con lo cual
OCA = CAO. Tenemos por lo tanto cuatémgulos iguales, todos con valét El angulo
G AO se obtiene finalmente sumando y restaardgulos conocidos

GAO = GAB + BAC — CAO =90° +C — C = 90°

7\
N

Si P es la intersec6in de las diagonales, las igualdadesadeas implican qué debe ser el
punto medio deAC'y de BD, con lo cualABC' D es un paralelogramo.

2012, Problema 4
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Excluido el caso anteriof? no pertenece a al menos una de las dos diagonales, supongamos
que P no esa enBD. SeaM el punto de corte d®C'y BD. Los triangulosPCBYy PCD
tienen base coftm PC. Para que tengan igualea, sus alturaBX y DY deben ser iguales,
es decir, los tAngulosM BX y M DY, que sabemos que son semejantes (Tales), resultan ser
congruentes, 0 sea qué es el punto medio d8D. Lo que acabamos de demostrar se resume
en la afirmadn “si P no esk enBD, entoncesPC pasa por el punto medio deéD”. De
la misma forma se prueba qu®A tambin pasa por el punto medio d&D, con lo cualPC
y PA son la misma recta (la diagondl”) y esta diagonal corta a la otra diagodab en su
punto medial/. Ahora que sabemos quitest enAC), laigualdad de téngulosPABYy PCB
implica queP debe ser el punto medio d&’'.

Conclusén: el cuadriatero debe ser tal que las diagonales se corten en el punto ded
una de ellas, Y’ debe ser el punto medio de la otra diagonal (esto incluye a@aso particular
el caso del paralelogramo).

2012, Problema 5
Demostraremos que para tol@ntero positivo se tiene
FO+ @) 4+ 2 -1 =2 =1

Esto resolve el problema en el caso particulae 2011. Parak = 1 se cumple;f(1) = 1.
Parak = 2: f(1)+ f(2) + f(3) = 1+ 0+ 2 = 3, también se cumple. En general, si sumamos
las condicioneg'(2n) = f(n) — 1y f(2n+ 1) = f(n) + 1 se tiene

f(2)+ f(3) = 2vecesf(1)
f(4)+ f(5) = 2vecesf(2)
f(6)+ f(7) = 2vecesf(3)

F2FFL —2) + f(2kH1 —1) = 2vecesf(2F - 1)



Asi se puede reducir el cago+ 1 al casok y aplicar inducadn, no es diicil. Sumamos todas
las igualdades anteriores, agregamos 1, y aplicamosdgsig de inducéin:

SO +F2) ++ 2 =1) = 1+2-(F()+ Q)+ + f(2" 1))

——
1 2k—1

= 142-2"-2
2k+1_1

Existe otra solué@n muy bonita y “olmpica”. observar que si se escribeen base 2, se
tiene quef coincide con la fundn binariag(n) = numero de unos— nimero de ceros . En
efecto, la operadn “pasar den a 2n” agrega un 0 al final de la exprési binaria den, y la
operacbn “pasar dew a2n + 1” afiade un 1 al final. Entoncegcumpleg(1) = 1y verifica la
misma brmula recurrente qug, luego ambas funciones coinciden.

Se trata entonces de contar todos los unos y ceros de lasiexg®binarias de loimeros
1,2,...,2F — 1. Y observar que en el bloque que va desde una potencia des2lhagjuiente
potencia de 2 menos 1, todos ldsmeros empiezan por 1y se corii@m con todas las posibles
permutaciones de ceros y unos (cuyo efecto se cancela).

Esto se ilustra en la siguiente tabla: en cada bloque entengas de 2, aparece una
columna de unos, seguida de una zona mixta donde los uno®y sercompensan porque
aparecen todas las posibles permutaciones.

n | bit dominante resto de bits
1 1

2 1 0

3 1 1

4 1 00

5 1 01

6 1 10

7 1 11

2012, Problema 6

Analicemos primero el problema en el caso plano. 8ga&l nimero de contactos de
esferas colocadas en uramgulo plano com esferas en cada uno de los lados (primera figura).
Fijemonos que el@mero total de esferas es, evidentemefies 1 +2 + - 4+ n = 22,

Paran = 2 filas, hay 3 contactos, luegb, = 3. Paran > 2, calcularemosl,, en funcbn de

A,_1. Enun trangulo dex filas haba los A, contactos que ya haben el trangulo den — 1
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filas, mas lo que provengan déadir laGltima fila, indicada con trazo punteado en la figura. Al
agregar estaltima fila se producen contactos de dos tipos:

e Los que hay entre las bolas de la fileesima, que son — 1.

e Los que tienen las bolas de la filaésima con la anterior, que s@fvn. — 1) ya que cada
bola de la filan — 1 toca a dos de la fila.

Asi pues,A,, = A,_1 + 3(n — 1). Aplicando repetidas veces la relacide recurrencia anterior
y sustituyendad, = 3 obtenemos
L 3 -1
A, =Ar+ > 3(i—1) :3(1+2+-~-+(n—1)):n(n2)

=3

= 3Tn—1

Ahora ya podemos analizar el problema en el espacio 3D.

SeaC,, el numero de contactos en un monttetradrico de esferas con aristasidesferas.
En la segunda figura hemos representado las esferas de l@baszo continuo y las del
piso inmediato superior en trazo discontinuo. Akdir la capan-ésima, estamos agregando
contactos de dos tipos:

e Los propios del piso, un fingulo plano de bolas de ladoEstos som,, = 37,,_;, como
hemaos visto en el caso plano.

e Los que provienen de contactos entre el pise 1y el pison. Estos sor87},_;, ya que
cada bola del pise — 1 toca a tres del piso.

En total, pues, elimero de contactos €3, = C,,_; + 67,,_; = C,, + 3n(n — 1). Partiendo del
caso inicialC; = 0, resulta entonces

n n n n . . ,
CnZZSi(i—l):Z?,Z‘(Z'_l):322.2_322.:3n(n+ g(2n+ )_3n(n2+ )7
i=2 gt pat

=1

que simplificado es® — n, o factorizada(n — 1)(n + 1).
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Soluciones 2013
2013, Problema 1

Si B el numero formado por lagltimas 3 cifras de, y A el nUmero formado por las anteriores
cifras, se cumple que = 1000 - A + B, ya quen se obtiene colocando 3 ceros a la derecha de
A, y sumandaB para rellenar ese hueco. Entonées B — A, y la diferencia entre y k es
n—k = 1001 - A. Da la casualidad que 1001 es justamente el producto de 713]1oysea que
n — k es multiplo de 7, de 11 y de 13. Si la resta de dasneros es riltiplo de (7, 11 0 13), y
uno de ellos lo es, tamian debe serlo el otro, lo cual resuelve el problema.
2013, Problema 2
Sip, q,r son las r&ces der® + 222 + 3x + 4, hay que probar que

prag+r, PP+t P+t
valen lo mismo. Usaremos las relaciones de Cardano-Vieta eoéficientes y iiaes:

prgt+r=-=2 pgtqr+rp=3, pgr=—4

Intentaremos combinar los polinomips-q+r, pg+qr+rpy pgr, cuyos valores son conocidos,
para formar las sumas de potencias. Por ejemplo, eleyandp+ r al cuadrado se tiene

(p+q+r)?=p"+¢+r°+2pq+qr+rp),
—(=2)2=4 —2.3=6

lo que prueba qug® + ¢> + > = —2. Para calculap® + ¢* + 3, podiamos seguir probando
distintas combinaciones de los polinomios conocidosd cull tiene cierto componente “arte-
sanal”...), o taml@in observar que, por sgrq, r raices del polinomio, se cumple que

pPP=—2p"-3p—4, ¢F=-2¢"-3¢—4, r*=-2*—-3r—4,

Sumando estas tres igualdades y sustituyendq + r = —2y p* + ¢*> + r* = —2 se deduce
quep? + ¢* + r3 tambin vale -2.

2013, Problema 3

Supongamos que colocamos a los chicos en una fila, por ordeltudes, y las chicas en una
fila paralela, formando las parejas iniciales. Llamarejogada a la siguiente opera@n: si

dos chicos con alturas < «’ forman pareja con dos chicas de altubals respectivamente, y
ocurre qué > I’ (es decir, las chicas no éstcorrectamente colocadas de acuerdo a su altura),
entonces intercambiamos las parejasiailaid cond’ y b cona’. Est claro que partiendo de
cualquier disposi@in inicial se puede llegar tras uamero finito de jugadas a la configurawi
final, donde todas las chicas@stolocadas por orden creciente de alturas. El problentague
resuelto si probamos que en cada jugada se mantiene o dy@riandiferencia raxima entre

los miembros de las parejas implicadas. Eso p@lgae si al principio la altura axima entre

los miembros de una pareja era menor querkQal final seguia seéndolo.
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Estudiemos la jugada que involucra a los chicos de alturas:’, emparejados con chicas
de alturag > V' respectivamente, y veremos que al formar las nuevas pare@st’, o’ con
b, la diferencia de alturas para cada pareja semlguna de las diferencias de alturas de las
parejas anteriores, lo que asegarque la diferencia Axima nunca aumentar

Distinguimos se@n los casos que pueden presentarse.

Caso Diferencia entrer/, b | Diferencia entrex, ¢’
a<ad <l <b b—a <b—a V—a<b-—a
a<b<a <b b—d <b—a V—a<b—a
a<b<b<d ad—-bvb<ad =V V—a<b—a
V<a<dad <b b—ad <b—a a—b<d -V
V<a<b<d a—-—b<ad -V a—b<d -V
V<b<a<dd a—-b<da -0 a—b <d -V

2013, Problema 4

Primero simplificamos un poco la expr@sideai:

LS S S SR 1
an, 1—15 4n?2-1 ~ 4dn?2—-1 (2n —1)(2n + 1)
A continuacon, observamos que
1 1 (@2n+1)—(2n—1) 2
2n—1 2n+1  (2n—1)2n+1)  (2n-1)(2n+1)
Con lo cual la suma pedida es
~a, = 2n —1)(2n + 1)
2013 20131
= 1
Z +Z (2 —1 2n—i—1)
—2013+1( S — 1>
B 2 \1 3 3 5 4025 4027
2013
= 201 1-— = 201 —
013 + = ( > 03+4027

2013, Problema 5

Usando quesen?z + cos?z = 1 para todar, y llamandoa = 25°"°*, |la ecuadn a resolver se
transforma en:
2
2 2 2
2V2 = 20 polsen™t — 1 S S 0=a+ = —2V2= (ﬁ—\/_) :
a a Va
lo que implica qug/a — % = 0, es deciu = v/2. En potencias de 2, tenemos quig"’* = 23,
con lo cualsen®s = 1, o biensenz = j:@. Esto ocurre cuande = 45°, mas un niltiplo
entero de90°, o lo que es lo mismoy es un niiltiplo impar de 45. Los valores &s cercanos a
2013 sonb - 43 = 1935y 45 - 45 = 2025.
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2013, Problema 6

Para calcular ebrea sombreada de losangulosGXY, GZW, hay que localizar me-
diante razones y proporciones la po8ritirelativa de los puntos,Y, Z, W en las rectas
AL, AK, BM,CN. Asumiremos (pendiente de ser justificado con posteridjildes siguientes
proporciones:

AW 3 CW 4 AX 3 BX 4 MZ 1 AZ 3 NY 1 AY 3

WK 22WN U'XL 2°XM 1 ZB 1'ZK 1YC 1YL 1

Ademas, es conocido que el baricenfFdivide a las medianaBM y C'N en tercios, una parte
es el doble de la otra% = g—f, = % Si imaginamos la median@M dividida en 15 partes
iguales, se deduce de las proporciones anteriores;quieocupa 5 partesB X y X M ocupan
12y 3 partes, por lo tantfs: = 523 = 2.

D|V|d|endo C'N en 6 partes |guales vemos qUi&” ocupa 3 de estas parte€y- ocupa 4,
luego &¥ oc = 411 Ahora bien, los tdngulosGXY y GMC tienen unangulo conain enG, y los
lados adyacentes del peaimneson% y % del grande. Multiplicando las fracciones, se deduce que
elareadez XY es% delarea de&ZM C'. Por otra parte, las tres medianas dividen akngulo
original en 6 trangulos de iguahrea (uno de ellos &M (), por lo cual el cociente entre las
areas de&7 XY y ABC es igual al producto de fracciongs- : = . Por un razonamiento
simétrico, la otra mitad de la pajarita ocupa tagrbuna superficie relativa dég y la pajarita
completa cubre entonc<§§ del area total.

Ahora calcularemos las proporciones asumidas al principidre los varios procedimien-
tos disponibles, uno muy elegante es el de la Gedandtr Masas. Aceptaremos el siguiente
principio: silos extremosg!, B de un segmento tienen pesn$, entonces el centro de masa de
A, B es un puntd> del segmento cuyo cociente de distancias a los extremoya&samente
proporcional al cociente de las mas@% = g Por ejemplo, si colocamos pesos igualesien
y B, su centro de masa es el punto mefioSi colocamos 2 unidades de pesa‘ey 1 unidad
en(C, el centro es~ ya queg—g = % relacbn inversa a la reladh de masas.
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Localizacbn delV: asignamos pesa$ = 2, B = 2,C = 1. Con estos pesos, el punto de
equilibrio entreB y C' es K, por lo tanto el centro de masa debtmguloABC' es un punto del
segmentcA K. Por otra parte, el punto de equilibrio de B es N, luego el centro de masa de
ABC (para estos pesos) es un punto del segmémto El centro deABC' es entoncedl/, la
intersecadn deC' N con AK. Sijuntamos las 2+1=3 unidades de masasdé€’ en su punto
de equilibrio K, tenemos que el peso de todo ehtrulo est concentrado eA K, 2 unidades

enAy 3 enK. Como el centro de masa &8, se tiene la reladn inversa para las distancias:

% = g . Analogamente, juntando las 2+2=4 unidades de pesé,deen N y dejandoC

con peso 1, deducimos qu%% = % .

Localizacbn deZ: si asignamos pesdsi = 1, B = 2,C' = 1}, ahoraA, C' se equilibran
en su punto medid/, los puntosB, C' se equilibran en< y el centro de masa del &mgulo
ABC esBM N AK = Z. Razonando de forma similar al caso del puiitose deducen las

relacionesZZ =1 |y|4Z = 3|
Las restantes cuatro proporciones se deducen medianteamaraiento siratrico en la
mitad izquierda de la figura.
Mas detalles sobre la Geoniatde Masas pueden consultarse en el blog del profesor F. J.

Garda Capiain:ht t p: // gar ci acapi t an. bl ogspot . com es/
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Soluciones 2014
2014, Problema 1

Observar qué4 x 45 = 1980, 45 x 45 = 2025, 45 x 46 = 2070,..., y en general, el producto de
dos rumeros es con toda seguridad2014 si ambos son mayores o iguales gde Definimos
los conjuntosA = {1,2,...,44} y B = {45,46,...,90}. Por otra parte, agrupamos los 90
vértices en 45 parejas dénices consecutivos: el 1ro con el 2do, el 3ro con el 4to, B&rlo
gue A tiene solamente 44 elementos y hay 45 parejas, neam@sgntie encontraremos al menos
una pareja sin elementos de A, es decir con sus dos elemenB)s/gor lo tanto su producto
sel@ > 45 x 46, que es 2070, mayor que 2014.

2014, Problema 2

Primera solucion, trabajando con polinomios. $i= 0, la Gnica posibilidad para es 0. Si

y # 0, podemos dividir la ecuagn original entrey?, y tendremos;—i +1= 3;%, que puede
escribirse taml@n comoz*—323+1 = 0, introduciendo la variable = % Encontrar soluciones
enterase, y cony # 0 en la ecuadin original equivale a encontrar soluciones ramonale&
para esta nueva ecuani Existe un resultado (teorema de lenacional) que asegura que toda
raiz raC|onaIp de un polinomio con coeficientes enteros debe cumplirodigide al €rmino
mdependlente y divide al coeficiente dekErmino de mayor grado. En este caso, el coeficiente
de z* y el termino independiente son ambos 1, lo que implica quéitdsos candidatos para
x,yson1ly-1, oseaque lamicos valores posibles paraon tambén 1 0 -1. Pero ninguno de
ellos proporciona una solmn. En consecuencia, no existen solucionesiceh0, y la Unica
solucbn posible es = 0,y = 0.

Segunda soludn, razonando con divisibilidad. Si,y son ambos impares, la ecuacise
transforma en impar + impar = impar, lo que es imposiblez,gison uno par y el otro im-
par, el €rmino de la izquierda es impar y el de la derecha es par, &mnifmiposible. Por lo
tanto, si existe alguna soldei conzx, y enteros, ambos deben ser pares. Entoncedilogros
x4, y*, 23y son todos divisibles par. Dividiendo la ecuadinz* + y* = 323y entre2? se tiene

4 4 3
ORIORERONC)
2 2 2 2
Esto demuestra que &t,y) es una solu@n entera, entonce(%, %) es otra solud@n entera.
Repitiendo el razonamiento anteridj, § deben ser ambos pares, es degciry deben ser

multiplos de 4, y assucesivamentey, y deben ser divisibles por todas las potencias de 2,
lo cual solamente es posiblessiy son ambos cero.
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2014, Problema 3

Resolveremos el problema cén= 1, para ilustrar el uso del truco de colorear o etiquetar un
tablero. Coloreamos las casillas con cuatro colarésc, d de esta manera:

abcdabcd....
bcdabcda....
cdabcdab....

Esto permite asegurar que cualquier pieza defi@m 1, ya sea orientada en forma horizonal
o vertical, cubre una casilla de cada color. Si conseguimaisap que el tablero no tiene igual
cantidad de casillas de cada color, quédsstablecida la imposibilidad de la tarea pedida en el
enunciado. La clave radica en que 2014 no étipio de 4, ya que014 = 4 - 503 + 2. El
tablero puede descomponerse en cuatro regione0dfa 2012, otra2012 x 2, otra2 x 2014

y finalmente un& x 2:

abcd. |a b
bcda |b c
cdab |c d
dabc |d a
| .
| .
| .
. .
________________ +- - -
abcd. . . .|lab
bcda. . . .|bc

Debido al patbn repetitivo de 4 en 4, todas las regiones tienen igualdahtie casillas de cada
color, excepto lalltima regbn 2 x 2, donde est repetidd y falta d.
El casok > 1 no es significativamente & complicado, si se conoce edartica.

2014, Problema 4

Primera solucion, haciendo cuentas. Por ser los desitinos de la desigualdad positivos, se
puede elevar al cuadrado sin perder ni ganar soluciones. iBambs elevaciones al cuadrado
con reagrupaciones dertminos y finalmente una factorizaaoi

2 b2
a+b > Vab+y/® ;
a?+2ab+ 0> > ab+a2+b2—|—2 W
2 2 2 2
a®+2ab+b _— ab(a? + b?)
2 - 2
(a® +2ab+b*)* > 8ab(a® + b%)
a* — 4a®b + 6a°0* — 4ab® +0* > 0
(a—b)* > 0, que ciertamente se cumple

[ —
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Segunda soludn, utilizando desigualdadefptcamente dmpicas. La desigualdadas uti-
lizada, la de las medias ariftica y geortrica, afirma quéi” > /ab. Por otra parte, la

desigualdad “media cuaatica> media aritnética” afirma qua/“2+b2 > a;b A la vista de
estas desigualdades, el primérmino del lado derecho es la mitad del izquierdo, pero el
segundoé&rmino es> la mitad del izquierdo. Por lo tanto, no parece haber unadonmediata
de encadenar dos desigualdades para resolver el problema.

Otra desigualdad bastante utilizada es la del productdagscale Cauchy-Schwarz, que

para el caso de los vector@s q), (r, s) se escribe as

pr+q.s < \/p?+¢% - Vr?+ s?

En este problema aplicamos la desigualdad a los vecteofels \/%) y(1,1):

2+b2
Vab -1+ ab + VST

gue se simplifica obteniendo+ b.

2014, Problema 5

C M B

La condicbn de paralelismad/ P||AB nos da la igualdad dangulosM PB = PBA,y
estelltimo es igual a®? BM, por serBP bisectriz deB. Esto prueba que el &mguloBM P es
isosceles col/ B = M P. De igual forma, las igualdaded QC' = QC A = QC M prueban
queCMQ es isceles cod/C = M@Q. ComoM B = MC por serM el punto medio de3C,
deducimos qué/ P = MQ. En el trangulo idsceles\ PQ, el ladoPQ es perpendicular a la
bisectriz delangulo enM. Pero losangulosPM Q y BAC tienen lados paralelos, por lo tanto
sus bisectrices son paralelas, lo que pruebaRfues perpendicular a la bisectriz de
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2014, Problema 6

Ly

Si H es la altura del tronco y lo prolongamos una altbrhasta obtener una gimide
completa de alturd/ + h, se tenda una secéin como en esta figura.
Un argumento de semejanza damgulos permite comprobar qlétgE = L% y por tanto

HL,

h = .
Ly — Ly

Adenmas, podemos observar que

. 1
Volumen del tronco de pamide = —(Li(H + h) — L3h)

3
1 HIL3 HL3
- 3\L,—-Ly Li—1L,

H I3-13 H
: = (L + LiLy + L2).
3 Ll—LQ 3(1_'_ 12+ 2)

Asi, teniendo en cuenta que el volumen del tronc@ egl volumen del prisma, tendremos la
ecuaobn

H 2
g(Lf + LiLy+ L3) = gHLf,

que al multiplicar porHiL2 se transforma en una ecu@eide segundo grado en la variable
2
x = % concretamente? — x — 1 = 0, cuyalnica soluddn positiva es
L 1+V5h

=T

Lo 2

Se trata de la “ratm aurea”.
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