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Resumen

Estas notas estan inspiradas en el excelente documento “Basics of Olympiad Inequal-
ities”, de Samin Riasat, disponible en Internet: http://aam.org.in/st_material/14.pdf .
Muchos de los problemas y soluciones son de dicho documento. Resolver desigualdades
olimpicas no es tan dificil, son sélo 300 trucos que se van repitiendo sistematicamente.
Imprescindible para resolver un Problema 1 o 4 de una Olimpiada: dominar bien la de-
sigualdad de las medias, algunos trucos elementales, y trabajar con restricciones. Muy
recomendable para defenderse ante un Problema 2 o 5: Cauchy-Schwarz y reordenacién.
Menos urgente: Chebyshev y Holder, aunque apenas supone un esfuerzo extra si ya se
saben Cauchy y reordenacion. Para pelear un Problema 3 o 6: Schur y Jensen. Y ademaés
de técnica. .., ..., bastante (a + sue)rte.

Orden sugerido de estudio: secciones obligatorias 1.1, 1.2, 4.1, 4.2, 2.1, 3.1, menos
urgentes 2.2, 3.2, optativas 1.4, 5.1, 5.2. Y muchos ejercicios.
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1. Desigualdades de las medias

1.1. Media aritmética vs. geométrica

La desigualdad mas conocida y utilizada es la de las medias aritmética y geométrica. Sin
ella no se puede saltar al terreno de juego.

Teorema 1.1 (Media aritmética > media geométrica) Dados dos nimeros a,b > 0, se

define su media aritmética como “TH’ y su media geométrica como v ab. Entonces, “TH’ > Vab|,

y la igualdad ocurre si y solo si a = b. De forma general, para n nimeros no negativos se tiene

a1+---+a ; ; — — —
A > vay - ay, |, (y la igualdad ocurre siay = as = -+ = a,)

Dem. “T“’ > Vab < (a+0)? > 4ab < a® + 2ab + b* > 4ab < (a — b)? > 0, lo cual se cumple
siempre. La igualdad sélo puede ocurrir si @ = b. El caso n > 2 requiere una demostracién
distinta (por induccién).

Problema 1.2 Demostrar que la suma de un nimero positivo y su inverso es > 2.
Problema 1.3 Sia,b,c >0, demostrar que (ab+ bc + ca)® > 27a*b>c2.

Problema 1.4 Sia,b son positivos, probar que a®+b* > 2ab, a®>+b* > a?b+ab?, y en general,
a1+ b > ab + ab™ para todo entero positivo n.

Solucién. Demostraremos el caso n = 3 utilizando la desigualdad de las medias:

a* + a* + ab® > 3vatatab® = 3va%b3 = 3a®b

64—:— b4—:_ ba3_2 3 A bas — 3 003 — 33 } = 2(@4 + b4) + (a?’b + ab3) > 3(a3b + ab3)’
luego a* + b* > a3b + ab®, como queriamos demostrar.

Advertencia y regla de oro: El signo > tiene la propiedad transitiva. Para demostrar A > B,
podemos demostrar que A > C' > B. Pero debemos estar dispuestos a soportar . ..admitir que
no es facil encadenar satisfactoriamente mas de una desigualdad. Por ejemplo, para demostar
que 2(a*+b%) > (a+b)?, no podemos empezar acotando 2(a*+b*) > 4ab porque 4ab # (a+b)?. ..

Problema 1.5 Dados los nimeros reales a,b,c, demostrar que a® + b*> + ¢* > ab + bc + ca.
Pista: utilizar acotaciones del tipo a®> + b* > 2ab, . . .

Dados dos nimeros a,b > 0, se define su media armoénica como el inverso de la media
aritmética de sus inversos, es decir H = ﬁ Para n nimeros, H = ﬁ
a'b

aj an

Teorema 1.6 (Media armoénica) La media geométrica es > la media arménica.

1 1

Dem. Por la desigualdad de las medias, w > o/l C% Al invertir cambia el sentido

- a1

de la desigualdad.

Teorema 1.7 (Desigualdad de las medias con pesos) Dados ay,...,a, > 0 y una suce-
sion de “pesos” wy, ..., w, con suma 1 =" w;, se tiene:

Wn

w
wiay + A+ Wpay > ayt - an

3



1

Si no se impone la condién de suma 1: | LUt tWnln > (g1 .. gWn) Wi Fun

Observar que si todos los pesos son iguales w; = %, se tiene la desigualdad ya conocida. Veamos
. . 101 1

un ejemplo para tres numeros a, b, ¢ con pesos gz + 3 + 5 = 1.

1.2 3 1 p at+b+b+ctect+e 1 2 3

asbéce = (a1)203) 6 = vabbcee < =—-a+-=-b+ —c
6 6 6 6

Si los pesos w; del teorema anterior son niimeros racionales, la técnica ilustrada en el ejemplo
permite demostrar la desigualdad, sin mas que expresar las fracciones con un denominador
comun. Si los pesos son irracionales, la desigualdad se demuestra con técnicas que sobrepasan
el contenido de estos apuntes.

Problema 1.8 Sia,b,c > 0, demostrar que a*b+b*c+c*a < a3+b3+c. Pista: usar acotaciones
del estilo a®b = vV a3a3b3 < M ... 0 proceder como en el Problema 1.4.

1.2. Fuerza bruta

Muchas veces lo primero que se nos ocurre para demostrar una desigualdad es elimi-
nar denominadores y transformarla en una desigualdad equivalente del tipo unpolinomio >
otropolinomio. A menudo estos polinomios son simétricos en las variables, por ejemplo:

a+b+c, a2+ +3 b+ dlc+ e+ ba+Fa+ b, aP + 82+ 3 abe, ..

Sumas simétricas y sumas ciclicas.-

Utilizaremos el simbolo ). para denotar una suma simétrica de términos “similares”,
donde aparecen todas las posibles permutaciones de las variables. También es importante cuan-
do s6lo aparecen algunas permutaciones que se repiten en orden ciclico, en ese caso escribiremos
> . Por ejemplo, para 3 variables a, b, c:

dodb = 4P+

Z a’b = a’b+dlc+ bie+ bRa+ AFa+ A
sim

Za?’b = &b+ e+ Fta

a a b c
Sk = e

a+c a+c b+a c+b

Al comparar dos bloques simétricos de igual grado, necesitamos un criterio para saber si
alguno es siempre mayor o igual que el otro. Esto siempre es posible si la secuencia de exponentes
de un bloque mayora a la del otro.

Sucesiones mayorantes.

Dadas dos sucesiones {xq > x93 > -+ >z}, {y1 > yo > - -+ > yi}, decimos que {x;} mayora
a{y}sixy+---+x; >y + -4y para todo i < k, y se da la igualdad para i = k. Por
ejemplo, (4,2,0) mayora a (3,2,1) porque 4 >3,44+2>34+2y44+24+0=3+2+1.

En estas condiciones, la suma de todos los términos en 3 variables con exponentes (4,2, 0)
es mayor que la suma de los términos con exponentes (3,2,1), es decir Z atb? > Z adb’e:

sim sim

a*t? + a*® + b 4+ vra® + Fa® + A > PP+ PP+ bPlta + bBaPe + Aa’b + Abta



Veamos cémo acotar uno de los términos de la derecha:
a* +a*+a* + 3 1
— _b2 4 —b2 4
1 )= gba b

a*b’c = b (a’c) = b*Vatatatct < b
<~
medias

Se repite la jugada con los restantes términos y se suman todas las desigualdades. Mas ejemplos
de acotaciones:

1 1 3 1 1
a’be = (a5)%(b5)3(c5)3 < Z@P+ =+ =
) 5 5
1 1 1 1
a’bc = a*(bc) < a® (§b2 + §c2> = §a3b2 + §a302

Cuidado si se mezclan sumas simétricas y ciclicas! Hay que comprobar el niimero de términos
de cada expresién: por ejemplo, (3,0,0) mayora a (2, 1,0), pero la suma > a® tiene 3 términos y
la suma > a®b tiene 6. En este caso no se cumple Y- a® > > . a?bsino 2> a* >3 . ab.

stm sim

Problema 1.9 Demostrar que Zal2b963 > Zaubmc3

sim sim

Solucidén. a'?b¢? + a%b'2c® = AaV?(a® + b*) > Aa’?(a?b + ab?) = b1 + !9, donde
la desigualdad es consecuencia del Problema 1.4. Procediendo de forma similar con los demés
términos se tiene el resultado.

Si una secuencia mayora a otra, siempre se puede pasar de una a la otra mediante una
cadena de mayoraciones, en cada paso se reemplaza una pareja de exponentes (i > j) por
(1—1>j+1),y los restantes exponentes quedan fijos. Por ejemplo:

(12,9,3) > (11,10,3) > (11,9,4) > (11,8,5) > (11,7,6)

Aplicando repetidamente los resultados previos se ve que > a'?b%c* > 5" . a'tb'cP. Es
sorprendente la gran cantidad de desigualdades que son “brutalizables”, es decir, susceptibles
de ser atacadas por fuerza bruta mediante esta técnica.

.Y si falla la simetria o faltan términos? Para demostrar que ab+b3c+c3a > abc(a+b+c),
a pesar de que la secuencia (3,1,0) mayora a (2,1, 1), no intervienen todos los términos de tipo
(3,1,0). ;Cémo proceder en este caso? Si existieran pesos positivos x,y, z tales que z+y+2 = 1
y a*be = (ab)® + (b3¢)¥(c*a)?, serfa muy bueno porque podriamos aplicar la desigualdad de
las medias con pesos y acotar a*be < z(a®b) + y(b*c) + z(c*a). Se debe resolver el sistema de
ecuaciones que resulta de igualar los pesos de a, b, ¢ en la igualdad a?bc = (a3b)® + (b3c) + (c2a)?,
es decir, {3z + 2 =2,3y + 2 = 1,32+ y = 1}, y ver si las soluciones salen positivas ... en este
caso hay suerte: © =4/7,y = 1/7,z = 2/7, podemos acotar

< 4a3b + b*c + 2c3a 2

2he < - 4bc + Pa + 2a3b> )

4c3a + a®b + 2b3¢
- Jb7ca < - c“ab < 7 ;
y sumar todas las desigualdades, pero en general la técnica de las secuencias mayorantes no
esta garantizado que funcione cuando faltan términos.
Por otra parte, hay ocasiones en las cuales se puede demostrar una desigualdad aunque el

criterio de mayoracion no sea aplicable, como por ejemplo:

a’b + ab® + 2a*b* > 2(a*b? + a*b*)

Los términos a®b?® tienen exponentes (3,3), son “méas débiles” que los de tipo (4,2), sin embargo

se puede incluir a los débiles en un equipo fuerte, como muestra esta sencilla aplicacion de la
desigualdad de las medias: a®b + a®b® > 2v/a8b* = 2a*b?.
No siempre las desigualdades son homogéneas, por ejemplo:



L+ <L

Problema 1.10 Si x,y > 0, demostrar que 7 +x2 <k

:(:4+y

Solucién. La solucién mds corta consiste en darse cuenta de que cada sumando es < 5 - S ya

que por la desigualdad de las medias se tiene z* + 3% > 2y/2%y? = 22%y, y de igual forma
yt 4+ 2? > 29%.

Alternativamente, si aplicamos fuerza bruta eliminando denominadores, resulta la siguiente
desigualdad que hay que demostrar:

2Oy + 05+ 2ty + yte < oyt 4 28 + o8 + 222,
la cual es consecuencia de aplicar la desigualdad de las medias:

syt + 2% > 22592, 2yt + 4% > 20522, 28 + 2%y > 2y, o + 2%y > 2yt

1.3. Ejercicios

Problema 1.11 Dados a,b,c > 0, probar que |3 + l;’ +£ >3]

(a+b)(b+c) (c+a) (a+b+c)?
8 — 27 :

Problema 1.12 Si a,b,c > 0, probar que

Problema 1.13 Sia,b,c > 0, entonces | “t2 + b4¢ 4 cta > ¢ y| (££2) (M) (<2) > 8|,

C C a -

Problema 1.14 Dados a,b,c > 0, demostrar que|3(a? + b* + ¢*) > (a + b+ ¢)? > 3(ab + bc + ca) |.

Para ejercicios similares de grado 2, se pueden simplificar las cuentas introduciendo las va-
riables P = a®> + b* + 2,Q = ab + bc + ca y sabiendo que (a + b + ¢)> = P + 2Q,
P>Q.

Problema 1.15 Dados a,b,c > 0, demostrar que | (a + b+ ) > a® + b® + ¢ + 24abe|.

Problema 1.16 Dados a,b,c > 0, demostrar que

3,333 2 2 2 2 2 2
a+173+c Zab+a c+b c—gb a+tc “+Cb2abc.

Para ejercicios similares de grado 3, se pueden simplificar las cuentas introduciendo las va-
riables P = a®> + b® + ¢, Q = 2b + a’c + bPc + b%a + *a + b, R = abc y sabiendo que
(a+b+c)=P+3Q+6R, £>9 >R

Problema 1.17 Sia,b> 0, se definen A = a+b, B =+ ++. Probar que A+ B >4 y AB > 4.

Problema 1.18 Sia,b,c > 0, demostrar que |(a + b+ c)(% + % + %) > 9|

Problema 1.19 Siay,...,a, > 0, demostrar que
1 1
4 ) >l
(@4 @)+t ) 2

Problema 1.20 Sean a,b, c nimeros reales positivos. Probar que
a® 4 b® 4+ & + ab® + bc® + ca® > 2(a’b + bPc + cfa)
Problema 1.21 (Desigualdad de Nesbitt) Sia,b,c > 0, demostrar que
a n b n c S 3
b+c c+a a+b 2
Problema 1.22 Si a,b,c > 0, probar que
a? b? c?

2a% + (b+ ¢)? * 202 + (¢ +a)? i 2¢? 4+ (a +b)?

1
> 2
-2




1.4. (Opcional) Sucesién creciente de medias y polinomios simétricos
Teorema 1.23 (Sucesién creciente de medias) Dados ay,...,a, > 0 y un nimero real

1
r > 0, se define p, = <M> ". Entonces,

n

e < s str<s ‘ Por ejemplo, para tres nimeros

a,b,c y los valores de r : % <1< 2 <3 tenemos:

2
(\/a—l—\/g—i-\/g) <a—|—b—|-c< a2—|—62+02<3a3+b3+c3
3 — S\ =S\

Teorema 1.24 (Generalizacién) Si r = 0, por convenio se define jg como la media ge-
ométrica. St r < 0, p,. se define exactamente igual que en el teorema anterior, y se sigue
cumpliendo que ’,ur <jpssir<s ‘

Algunas medias p, son ya conocidas: para r = 1 se tiene la media aritmética, para r = 0

la geométrica, y para r = —1 la armoénica. La media para r = 2 suele denominarse media
cuadratica.
Para ciertos elementos aq, . . ., a, fijos, cuando r varia entre 0 y 1 se tiene una familia infinita

de medias u, situadas entre la geométrica y la aritmética.
La sucesion creciente de medias también admite una versiéon con pesos. Por ejemplo, para
los nimeros {a, b, c} con pesos {a,b,c} y valores de r {%, 1,2} tenemos:

a+b+c a+b+c a+b+c

(a(\/ﬁ) + b(v/D) +c(\/5))2 _al@)+b0) +e0) _ \/a(aQ) 0007 + o)

Utilizando pesos en otro orden, por ejemplo b, ¢, a, se tendria:

(b(\@ + c(v/B) +a(\/5))2 _ ba) +c(b) +ale) _ \/b(a2) T @)+ a(@)
b+c+a - b+c+a - b+c+a

Polinomios simétricos

Estos resultados que veremos para 4 variables se pueden generalizar para n variables. Con-
sideramos el desarrollo en potencias de z del siguiente polinomio simétrico en a, b, ¢, d.

(z+a)(z+b)(z+c)(z+d) =zt + (a+b+c+d) 23 + (ab + ac + ad + be + bd + cd) z% + (abe + abd + acd + bed)  + abed

s1 s2 53 54

Se definen los siguientes “promedios ”, dividiendo cada s; por el nimero de sumandos que
contiene: dy = %, dy = %2, d3 = %} y dy = s4. Entonces se tiene:

Newton d% Z dldg, dg Z d2d4 (d? Z di—ldi—l-l)

Me.Laurin : dy > \/d_QZ 3/@2 {l/d_4

Para n numeros fijos aq, ..., a,, la sucesion de medias de Mc. Laurin estan todas compren-
didas entre la media aritmética d; y la media geométrica /d,.



2. Desigualdades de Cauchy-Schwarz y Holder

2.1. Cauchy-Schwarz

Teorema 2.1 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Para cualesquiera nimeros —reales
ai,...,0, Y by,..., b,, se tiene que

(CI,% 4+ . 4 a%)(b% -+ b2) (Clel + -+ anbn)2

La igualdad ocurre si las sucesiones son proporcionales, es decir % = Z—j ==
n

Por ejemplo, podemos redemostrar un resultado ya conocido: ab + bc + ca < (a® + b* + ¢2).
En efecto: (ab+ be + ca)? < (a® + b + &) (b? + 2 + a?)

Problema 2.2 Si a,b,c son positivos, demostrar que |(a + b+ ¢)? < 3(a® + b + ¢?)

Solucién. (a+b+c)?=(a-1+b-14+c-1)2 < (a*>+b*+ %) (17 + 12 +1?).
Esta desigualdad es muy 1til para “sumar el contenido de las raices”, por ejemplo:

V2a+b++/2b+ct++/2c+a <3l

Problema 2.3 Sia,b,c > 0, probar que Vatbrc

Solucién. Es consecuencia inmediata de lo siguiente:

1-vV2a4+b+1-V2o+c+1-vV2c+a < VI24+124+412-V2a+b+2b+c+2c+a
= V3a+b+o)V3=3Va+b+c

Problema 2.4 Probar que|+/372 + xy + /342 + yz + V322 + 22 < 2(x + y + 2)

Solucién. >~ /z(3z +y) < /D oD Br+y) = /(x+y+2)(dr + 4y +42) =2(x +y +2)

Otro truco: a veces se descompone un producto en factores convenientes. Por ejemplo, para
probar que (ab + be + ca)? < (a + b+ ¢)(ab® 4 be® + ca?), se escribe ab como v/avab?, .. ..

A veces (no muchas) tenemos suerte y podemos resolver una desigualdad en varias etapas
encadenando sucesivas acotaciones, como en el siguiente ejemplo.

Problema 2.5 Sia,b,c son positivos, probar que | (a?b+ b*c + ca)* < w

(a®b+b*c+ c2a)* = (alab) + b(be) + c(ca))?
< (a® 4+ b+ A)((ab)? + (be)? + (ca)?)
(a® + b* + ¢?)?
3

La desigualdad de Cauchy-Schwarz admite otra formulacién equivalente, que es muy ttil
para “sumar denominadores”.

< (@40 + )

Teorema 2.6 (Cauchy-Schwarz en forma de Engel) Para nimeros ay, ..., a, arbitrarios
y by, ..., b, positivos,
2 2 2 2
a a a ap+---+ay
1 + 2 42> ( 1 )
by by b, (by + -+ by)




Dem. Es consecuencia directa de aplicar la desigualdad de C-S en el momento oportuno.

2

2 2
(a1 4 +a,)? = (j_;—\/a‘f“i‘a—\/;—\/b_l) < (%++Z—”> (by + -+ by)
1 1 1 n

En los dos siguientes ejercicios resueltos se ilustra el truco de “hacer aparecer cuadrados” en
los numeradores para aplicar Cauchy-Schwarz en su formulaciéon de Engel y poder sumar los
denominadores.

a b c
a+2b + b+2c¢ + c+2a 2 1

Problema 2.7 Sia,b, c son positivos, demostrar que

s 2 a b c  _ _a® b? c? (a+b+c)? o
Solucién. a-+2b + b+2c + c+2a ~  a?42ab + b2+4-2bc + c2+2ca > a?4-2ab+b2++2bct+c24+2ca L.

+2> 3@+ 02+

(a+b4+c)?
> a+b+c

n|°,\},

Problema 2.8 Si a,b, c son positivos, demostrar que % +

. » 2
Solucién. Aunque en los numeradores ya hay cuadrados, no podemos acotar ) %

porque no se cumple que (a + b+ ¢) sea > /3(a% + b2 + ¢2). Pero podemos hacer

a® at (a® 4 b + 2)* (> + 0 +2)?-V3
J— - > > — 2 2 2
Zb Za%—( V3(a? + 0%+ 2),

a*b+b%c+cta) T (a2 + b2+ 2)?

3
< (a?4+b24c2)2
— \/g .
Otro truco: sumar términos para obtener algo conocido o mas facil de demostrar. O restar

términos para obtener ntimeros negativos y asi demostrar una nueva desigualdad similar pero
en el sentido opuesto. Como en el siguiente ejemplo.

ya que por un ejercicio anterior sabemos que a?b + b*c + c*a

< <1

- .y a b
Problema 2.9 Sean a,b, c numeros reales positivos. Probar que 5ats T 3hre T 3oga =

Solucién. Restando 3/2 queda la siguiente desigualdad equivalente

a 1 b 1 c 1 3
— 4 _ - - < 1-2,
2a+b 2 2b+c¢ 2 2c+a 2 2
deci —b L —c n —a < 1
es decir: _-
22a+b)  2(2b+c¢) 2(2c+a) T 2
b c a ]

2a+b+2b+c+20+a

que corresponde a un problema anterior permutando los nombres de las variables.

2.2. (Menos urgente) Holder

Es una generalizacion de Cauchy-Schwarz. Prescindible si se dispone de poco tiempo.

Teorema 2.10 (Desigualdad de Hoélder) Sean {a;j},i = 1...m,j = 1...m nidmeros
reales positivos. Entonces

(E): ()

J=1



Mmbhbhh ... eeehh ... no parece demasiado facil de entender, ;no? Veamos un caso particular con
las secuencias de nimeros positivos {a, b, c}, {p,q,7},{z,y, z}:

(Hapx + /bqy + Jerz)?

(apz + bqy + crz)?

(a+b+)p+q+r)(z+y+2)
con otras variables: (a® +0° + A P* + @ +r3) (2 + % + 2°)

(AVARVS

La forma tipica de aplicar la desigualdad de Holder es hacer aparecer en los numeradores una
potencia exacta, multiplicando por factores convenientes. Por ejemplo, para demostrar la de-

sigualdad ﬁ + % + % > \/3(a2 + b2 + ¢2) | (que tanto trabajo costé), simplemente expresamos

@ @ (42h%) = (a®)?, por lo tanto al hacer la suma ciclica y aplicar Holder se tiene

2

DT ) = (Z 3 b—bb) = (Y

con lo cual hemos probado que (3 %)% > (“2;&#, es decir (3 2)% > %, que es
> 3(a® + b* + %) porque porque (a® + b* + ¢*)? > 3(a*b* + b*c* + c*a?).

El truco de repetir la expresion que queremos acotar puede ser 1til para cancelar raices,
como en el siguiente ejemplo.

b c
Problema 2.11 Sea f = +2b + e T Ve donde a,b,c > 0. Probar que f > va+ b+ c.

Solucién. (Z \/a(:— 2b) (\/a+2b) (3> ala + 2b)) > (3 a)?, entonces f? es mayor o igual

i 7
(a+b+c)® _ (a+b+c)d
a(a+2b)+b(b+2c)+c(c+2a) ~  (a+b+c)?

que =a+ b+ ¢, lo que queriamos demostrar.

Teorema 2.12 (Desigualdad de Hélder: otra formulacién) Si aq,...,a,,b1...0, y D,q
s0m positivos y % + % =1, entonces

3=
=

arby + - +apb, < (al +---+ab)r - (b + -+ 1)
Cuando p = q = 2, se tiene Cauchy-Schwarz.

Veamos como demostrar esta nueva formulacion de Hoélder a partir de la desigualdad inicial,
suponiendo por ejemplo p = g, q= g, con 1/p+1/qg=1.

(a® +0°)° (2" +9°)* = (a® +b")(a” +°)(a” + °) (2" + ¢°) (2" + ")

> (a’2? + b*y?)° (por Holder)
elevando a 1/5: (a® + b5) (z° +y )% > a’z? + by’
luego (a®3 + b5/3)3(x5/2 + y5/2)% > ax + by,

e . 1,1 1 1 .
tras reemplazar en el ultimo paso las variables {a,b, z,y} por {a3,b3, 22 y2}. En particular,
para cualesquiera a, b, x,y, m,n positivos se tiene

(am—l-n + bm—i—n)m(xm—i-n + ym—l—n)n Z (amxn + bmyn)m—l-n
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2.3. Ejercicios

En los primeros ejercicios intentar Cauchy-Schwarz y en los tltimos Holder, aunque algunos
pueden requerir la aplicacién de las dos desigualdades y/o la realizacién de varias etapas. Y
por supuesto, la desigualdad de las medias siempre ayuda.

Problema 2.13 Redemostrar algunos de los ejercicios ya resueltos en la seccion anterior.

Problema 2.14 Si a,b,c > 0, probar que |avb+ b\/c+ cv/a < Va+b+ Va2 + 02+ 32 |.

Problema 2.15 Sean a,b, c,d numeros reales positivos. Probar que

a b c d

> 2
b+c+c+d+d+a+a~l—b_

Problema 2.16 Sia,b,c > 0, probar que (ﬁf + (#‘26)2 + (=5 )2 >3

Problema 2.17 Si a,b,c > 0, demostrar las desigualdades

5 < a+b+b+c+c+a<5
“2a+b 2b+c 2¢c+a 2

Problema 2.18 (OME 2008) Demostrar que para cualesquiera nimeros reales a,b tales que
0<a,b<1, se cumple la desigualdad siguiente:

Vab? + a2+ /(1 —a)(1 =02+ (1 —a)2(1—0b) < V2

Problema 2.19 Sia,b,c,m,n > 0, demostrar la desigualdad

a b c S 3
mb+nc mc+na ma+nb " m+n

Problema 2.20 Si a,b,c,x,y, z son positivos, demostrar que se cumple la desigualdad:

(a4x3—|—b4y3+c4z3)7 S (a7+b7+c7)4(9€7—|—y7+z7)3

(a+b+c)?
3(z+y+z)

w
< %

3
C
+;2

Problema 2.21 Para a,b,c,z,y, z positivos, se verifica | % +

T

> abce(a+b+c)

Problema 2.22 57 a,b,c > 0 probar que b;fcg + C;jfaQ + a;fibg > 5

Problema 2.23 Sia,b,c > 0 probar que \/alff:w + \/bCI’JfQGQ + \/C:iw > vab+be+ ca

11



3. Desigualdades de reordenacion y de Chebyshev

3.1. Reordenacién

La maravillosa desigualdad de reordenacion se basa en el siguiente principio muy simple:
Sia>b>0yp>q>0 = ap+bqg>aq+ bp.

Demostracién: (ap + bq) — (aq + bp) = (a — b)(p — q) > 0.
La generalizacion a secuencias de mayor tamano es inmediata.

Teorema 3.1 (Desigualdad de reordenacién) -

Sean {ay > ag > -+ > a, >0} y{by > by > --- > b, > 0}. Entonces, de todas las posibles
sumas ay(*) + -+ + a,(*), donde los asteriscos (x) se rellenan con una permutacion de los
elementos by, ..., b,, la suma mayor se alcanza cuando se colocan los {b;} en el mismo orden
que los {a;}, y la suma menor cuando se colocan exactamente en orden inverso, es decir

a1by + agby 1 + -+ anby < ay(x) +ag(x) + -+ an(x) < arby +agby + -+ apby

“Se gana mas vendiendo mucho de lo caro y poco de lo barato.”
“Se gasta menos comprando mucho de lo barato y poco de lo caro.”

Dem. Siempre que existan indices (4, j) tales que (b;, b;) estén desordenados respecto a (a;, a;),
al reordenarlos la suma a;b; + a;b; aumenta. El proceso termina con una suma méxima cuando
las sucesiones estan igualmente ordenadas. De forma analoga se resuelve la cuestion de la suma
minima.

Problema 3.2 Demostrar las siguientes desigualdades para a,b,c > 0:
a4+ b3+ 3 > a®b + bPe + Aa, a* + bv* + ¢ > a®be + b*ca + Fab

Solucién. En la primera desigualdad tenemos que que los niimeros {a?, b, ¢*} se cruzan con
una permutacién de los niumeros {a,b,c}. Si el orden de las variables fuera por ejemplo a <
b < ¢, tendrfamos a® < b? < 2, por lo tanto el méximo valor que puede alcanzar una suma
a’(*) + b*(*) + c2(x) es cuando se rellenan los asteriscos en el orden a,b,c. La demostracién
para cualquier otra ordenacién de a, b, ¢ es totalmente analoga.

La segunda desigualdad es simétrica, luego podemos suponer sin pérdida de generalidad
a < b < c¢. Dado que estamos cruzando los nimeros ab < ac < bc con una permutacion de ellos
mismos, tenemos que

(ab)(ac) + (be)(ba) + (ca)(ch) < a®b* 4+ b?c + 2a® < a* +b* + ¢,

aplicando en el ultimo paso otra vez la desigualdad de reordenacién (o la de Cauchy-Schwarz).
Si a < b < ¢, se tienen las siguientes sucesiones ordenadas (entre otras):

a? << 1/e<1/b<1/a
ab < ac < be a+b<a+c<b+c
L<L <L alb+c) <bla+c)<cla+b)

La desigualdad de reordenacion también vale para mas de dos secuencias. Por ejemplo, si la
aplicamos a las sucesiones (a, b, ¢), (b, ¢, a), (¢, a, b) se obtiene que a® + b + ¢* > 3abe. De forma
analoga se demuestra el caso general de la desigualdad de las medias (para n > 2).
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3.2. (Menos urgente) Chebyshev

La desigualdad de Chebyshev es una consecuencia inmediata de la de reordenacion. Omitir
si se disponde de poco tiempo.

Teorema 3.3 (Desigualdad de Chebyshev) Sean {a;}, y {b;j}l, dos sucesiones de
numeros positivos. Entonces se tiene:

= Si las sucesiones estan ordenadas de la misma manera,

a1bitasbat-tanby ~ a1tast-tan | bitbot--+by
n = n n

s Si las sucesiones estan en orden inverso,

aibitasbat-tanbn ~ a1tast--tan | bitbot--+by
n = n n

Por ejemplo, si {a < b < c}y {p <q<r}, entonces por la desigualdad de reordenacién

ap+bg+cr = ap+bg+cr

ap + bq + cr aq +br + cp

>
ap+bq+cr >

ar + bp + cq

Sumando todas las desigualdades se obtiene 3(ap+bg+cr) > (a+b+c)(p+q+7r). Y de forma
andloga se demuestra que 3(ar +bq +cp) < (a+b+c)(p+ g+ 7).

El poder principal de la desigualdad de Chebyshev radica en su habilidad para separar una
suma de términos complicados en un producto de dos sumas mas sencillas, como se vera a
continuacion.

Problema 3.4 Siz,y,z > 0, demostrar que | 2= + 24— 4 = > ZHUtz]

Solucion. Podemos suponer sin pérdida de gerenalidad la ordenacion z < y < z, en cuyo caso

ﬁ <= < x—}ry, y también —% < = < = Se puede aplicar Chebyshev (y luego Nesbitt):
2 2 2
z z r+y+=z T z r+y+=z
+-L 4 > Eryte) +-4 4 >ITVTE
y+z z+x x4y 3 y+z z+x Tty 2
ng

Problema 3.5 Sia,b,c > 0, probar que |3(a® +0* +¢*) > (a + b+ c)(a® + b* + %) |.

Solucidén. Aplicar Chebyshev a las sucesiones (a, b, c) y (a?,b% ¢*) que tienen el mismo orden.

Problema 3.6 Si (a >b>c¢>0), (0 <z <y<z), probar que %+§+§23<%§i§>

Solucién. Aplicar Chebyshev a las sucesiones (a, b, ¢), (%, i, %) y luego dos veces las medias.

a b c¢c_a+b+cfl 1 1 1 Ja+b+c
—+—+—Z—<—+—+—)Z(a+b+c)3 > ( )
r Yy =z 3 r Yy =z TYz rT+y+=z
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3.3. Ejercicios

Problema 3.7 Para a,b,c > 0, demostrar que %b + bf +S>a+b+c

Problema 3.8 Para a,b,c > 0, demostrar que asatgizgcs > % + % +1

Problema 3.9 Sia,b,c >0, probar que | ;' + c(cl—)i-a) + oy 2 S+ L+ L

Problema 3.10 Sean ay,...,a, >0 y k > 1. Probar que |1/ alﬁ;faﬁ > futooten

n

Problema 3.11 Sia>b>c>d, v <y < z <w, demostrar que

a b ¢ d a+b+c+d
e e
r Yy z w YTy zw

3(a?+b2+c?)

Problema 3.12 Sia,b,c > 0, probar que % + c% + ac—jb > 5
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4. Técnicas, estrategias, cambios de variable...

4.1. Algunos cambios de variable

Problema 4.1 (renombrar denominadores) Para a,b,c positivos, demostrar que

(a+b+c) NI I
a C. J—
a+b bt+ec ct+a) "2

Solucién. Introducimos las nuevas variables (x = b+ ¢,y = ¢+ a,z = a + b). Observando
que r +y + 2z = 2a + 2b + 2c¢, la desigualdad en las nuevas variables queda expresada como

(x+y+2)- (% + i + %) > 9, y se resuelve de forma sencilla aplicando dos veces la desigualdad
de las medias.

Problema 4.2 (Renombrar denominadores + resolver sistema)

Redemostrar la desigualdad de Nesbitt: a + b + ¢ > 3
b+c c+a a+b 2

Solucién. Como antes, introducimos {x = b+ ¢,y = ¢+ a,z = a + b}, pero ahora necesitamos
resolver un sistema de ecuaciones para expresar a,b,c en funcién de x,y, z. La solucién es

{a = ¥E=2 b = T2 ¢ = THE2Y Sustituyendo en el enunciado:

+z—r rT+z-— rT+y—=z
Y i y+ Y

>3
2x 2y 2z -2

Esto se cumple siempre, ya que por la desigualdad de las medias f +2>2,...

Una advertencia: al hacer el cambio de variable anterior, la nueva desigualdad en x,y, z no
tiene por qué cumplirse para cualesquiera x,y, z positivos, ya que el enunciado sélo lo exige
para a, b, c > 0, que corresponde a x, ¥, z verificando las desigualdades triangulares x +y — z >
0,z+z2z—y>0,y+2—x > 0. En este caso resulté que la nueva desigualdad si se cumple para
x,1y,z > 0 arbitrarios.

Problema 4.3 (Sumar términos para factorizar) Si en la desigualdad de Nesbitt
sumamos 1 a cada uno de los tres sumandos, tenemos

a b 3
Fld—— 41+ ——41>5243
b+c c+a a+b 2
& (@a+0+0) (pz+ o T o35) = 5
< W(;JF;JF;)Z%

donde hemos realizado el cambio de variable anterior, ahora con la ventaja de que no fue
necesario resolver un sistema de ecuaciones, simplemente observamos que x+y+2z = 2(a+b+c).
Esta nueva desigualdad se demuestra de forma sencilla.

Problema 4.4 (Otro de sumar o restar términos) Si a,b,c > 0, probar que

a’ b3 ? a+b+c
+ + > .
a?+ab+b2 bB24+bc+c? 24 ca+ a? 3

Solucion. Si se suma b al primer término, ¢ al segundo y a al tercero, hay que probar 3 veces la

. 3142 2133 2 b . . , .
desigualdad J;‘; Jf;)‘jf’b;“ > (a; ). Si se resta a al primer término, b al segundo y c al tercero,
: __a2b+ab? _atb
hay que probar 3 veces la desigualdad — 377" > —*=.
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Problema 4.5 (Lados de un tridngulo) Sean a,b,c las longitudes de un tridngulo. De-

mostrar que:
3 a b c

2 = b+c+c+a+a+b<
El primer signo < corresponde a la desigualdad de Nesbitt, valida para a, b, c > 0 arbitrarios.
Para la segunda desigualdad, realizamos el cambio de variable estandar para trabajar con los
lados de un tridngulo:

2

{a=y+z,b=c+z,c=z+y}

b+c—a ct+a—b at+b—c
2 2 2

Las cantidades positivas {z = T = } se interpretan geométricamente
como las distancias entre los vértices y los puntos de contacto con la circunferencia inscrita.

Resolvemos por fuerza bruta.
2_(@ b c):2 y+z+z+m+x+y

758:

b+c+c+a+a+b _2x+y+z 20+ z4+2x  2z242x+y
3(x%y + 222 + %2 + yPx + 22x + 22y + ldwyz)
2z +y+2)(2y+2+2)(22+7+7y)
A pesar de que la segunda desigualdad es estricta, la cota 2 no se puede mejorar. En efecto,

si b = ¢ son iguales y mucho mayores que a (se forma un triangulo isésceles de base cada vez
menor), entonces la expresion estudiada se acerca a 2 tanto como se quiera.

Problema 4.6 (Eliminar raices) Sia,b,c >0, demostrar que | § + g + > %

Solucion.

3 33 3 313, .3
a b c a’+0° +c
Reemplazando (a,b, c) por (a?,b%,c?) : Sttt —0—

b c a abc

eliminando denominadores: a®c® + b%a® + b3 > a®b*c? + b°c?a® + Pa’b?
. 6.3 6.3 6 .3
acotamos por las medias: eetacdbe > Jal5h0c0 = aPbc?

0a®+b%a3+cb% . 3/115 6,6 — 1P 242
3 —

613 6531 6.3 3 —
b +c§) +a®c > cl5q6p6 = 05(1262
Problema 4.7 (Eliminar raices II: normalizar) Normalizar la desigualdad anterior.

Solucién. Observar que la desigualdad anterior es homogénea en a, b, ¢, quiere decir que si se
reescalan las variables multiplicAndolas por una constante (reemplazar (a, b, ¢) por (ta, tb, tc)) se
obtiene otra vez la misma desigualdad. Por lo tanto, podemos reescalar como mejor nos conven-
ga, suponer a+ b+ c = constante, o abc = constante. En este caso, lo mejor es suponer abc = 1
para eliminar la raiz ctibica. Ver la solucién en el apartado Desigualdades con restricciones.

Problema 4.8 (Homogeneizar) Sia,b, c son nimeros no negativos con a+b+c = 3, probar
que |a® +b* + c® + ab + bc + ca > 6‘.

Ante una desigualdad con una restriccion como en este caso, puede ser interesante homogeneizar
la desigualdad, introduciendo un término de grado adecuado que valga 1 de acuerdo a la re-
striccion. En este caso, necesitamos colocar a la derecha un término de grado 2 que valga 1.

Dado que a 4+ b+ ¢ = 3, el término buscado es W, y la desigualdad homogeneizada es
b 2
a2+b2+c2+ab+bc+ca26-w,

que se resuelve de forma sencilla con Cauchy-Schwarz o las medias. Se pueden combinar las
técnicas de normalizar y homogeneizar: primero normalizar un término “feo”, y después homo-
geneizar de otra manera. En el apartado siguiente se vera cémo trabajar con restricciones.
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4.2. Desigualdades con restricciones

Problema 4.9 (Producto constante) Siabc = 1, probar que |§ + % +s>a+b+ec

Solucién. El cambio de variable (a = x/y,b = y/z,c = z/z) es muy 1til para restricciones del
tipo abc = 1. El resultado es una nueva desigualdad homogénea (todos los términos de grado

constante): yz xz oz Yy Ty T
—2+—2____+_2__20

3.3 _ ...2.3 33 _pdy? — 28 Sy
SV 2y 2B R —Py s - PPt aly

0
72 42 22 ’

que se resuelve por la desigualdad de las medias (ya que (3,3,0) mayora a (3,2,1)).

Problema 4.10 (Producto constante II) Si abc = 1, probar que ’(12 +b+ct>a+b+c

Solucidén. Otra vez hacemos el cambio (a = x/y,b = y/z, ¢ = z/x), resultando la desigualdad
equivalente
y? 2t + a2 4 2%yt - y22 +atz 4 xy?
x2y? 22 - Ty 2z

Eliminando denominadores, debemos probar que z2y* + y22* + 222* > 23y2? + 12222 + 22192
Intentamos expresar zy%2® = (2?y*)*(y?24) (2%2*)™, para lo cual debemos igualar los pesos de
x,y, z en dicha expresién y resolver un sistema {2k + 4m = 1,4k + 20 = 2,4l + 2m = 3}. La
solucién es k = 1/6,1 = 2/3,m = 1/6, lo cual permite acotar zy?z> < %m2y4 + §y224 + %zzx‘l,
y22x® < fatt + 2%t + fatyt zatyd < fafat + 24yt + Ly?2*, concluyendo la solucion.

En este caso el cambio estandar destruyé la simetria en a, b, ¢ y transformé la desigualdad en
una desigualdad ciclica, més dificil de probar utilizando las medias. Veremos otro procedimiento
alternativo que preserva la simetria, a costa de trabajar con grados mas elevados.

Primero se homogeneiza la desigualdad introduciendo en el lado derecho un término de

grado 1 y con valor 1, es decir vabc = 1:

a>+ b+ > (a+b+c)Vabe

Reemplazando (a, b, c) por (a, 0%, ¢) : a4+ b° + ® > (a® + b + ¢)abe

Esta desigualdad es inmediata porque la sucesién (6,0,0) mayora a (4,1, 1).

Tercera solucién: sumar 3 veces 1 y demostrar que a> +1+b*+1+c2+1>a+b+c+ 3.
Usar las medias a®> + 1 > 2a. .., y otra vez las medias a 4+ b+ ¢ > 3v/abc = 3, sustituyendo en
el lugar adecuado a + b+ ¢ = 3.

Problema 4.11 (Producto constante III) Si abc = 1, probar que

1 1 1 3
a3(b+c) + b3(cta) + c3(a+b) 2 2

Solucion. Los denominadores son feos, tienen grado alto. Si primero reemplazamos las variables
a,b,c por p=1/a,q = 1/b,r = 1/c, las nuevas variables p, ¢, cumplen la restriccién pgr = 1
y la desigualdad es més sencilla de resolver (queda como ejercicio).
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Problema 4.12 (Suma constante) Sean a,b,c > 0 tales que a + b+ ¢ = 3. Demostrar que
A+ +E+ab+be+ca>6

Solucion. Haremos el cambio de variable estandar para homogeneizar una desigualdad con res-

3z h= 3y c = 3z
zty+z’ zty+z’ z+y+z

triccién de suma k constante (k = 3): {a = , Por lo tanto tenemos

3(2—yz—wz+y*—zy+2?)

P >0
(z+y+ax)

A+ +E+ab+be+ca—6=

Otra solucién (arte y suerte més que técnica). Darse cuenta de que el término de la izquierda
es (a+b+c)?— (ab+ be+ ca), y que ab + be + ca < M = 3.

Problema 4.13 (Suma de cuadrados constante) Sean a,b,c,d > 0 ya®+b*+c*+d* = 4.
Probar que %—l—%—i—%—l—%zél .

Solucion. Homogeneizamos multiplicando a la derecha por un término de grado 1 que valga
1, es decir \/w. Probaremos que % + % + % + %2 > 2va? + b2 + 2 + d2.

a2-a2+b2-b2+c2-02+d2~d2 (@® +b° 4 +d?)?
b-a? c-b? d-c? a-d>2 T a?b+bic+ c2d+ d%a

a(ab) + b(be) + ¢(ed) + d(da) < Va2 + b+ 2+ d2\/a20? + b2 + 2d? + d2a?

B 2 2 2 d2
Va2 + 02 + A2 + d2a? = \/(a? + 2)(2 + d?) < (a”+0b -;c +d7)

Las dos primeras desigualdades son Cauchy-Schwarz, la tercera es la de las medias. Combinando
las tres se tiene el resultado deseado.

Problema 4.14 (Restriccién de desigualdad) Sia,b,z,y >0, 1> a**+b!!, 1> a4y,
probar que |1 > a®z% + by°|.

Solucién. No existe una técnica especifica para tratar con desigualdades a™ + b™ < constante.
Simplemente no hay que tenerle miedo al problema y aplicar alegremente la desigualdad de las
medias, sumar todo y listo.

5.6 11\ 2 11\ & 5 11 6 11
— < -
a’z’ = (a ) (x )T < TR
5 6
P < Dpit g 2t
TR T
5 6
= (a5x6—|—b5y6) S ﬁ(a“er“)Jrﬁ(x“er“)
5 6
< —-14+4—=-1=1
- 11 + 11

Problema 4.15 (Combinacién de técnicas) Si z,y,z > 0, probar que

T z r+y+ =z
LY > (z+y+2)
Vy+z Vz+zx ety 2
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Solucién. Primer intento: eliminar raices con el cambio (a* = y+2,b* = z +x,¢* = z+y), con
C _ b24c?—ad? _ P4a’-b? _ ad?4b’-c? 2 2 2 __

cambio inverso (r = =%,y = “FL=" 2 = “H—=) Dado que a* +b* +c* = 2(x +y + 2),

debemos probar que:

P+c?—a> A+a?—-0 P+ -7

1
5\/3(a2 + 0% + ¢?)

2a 2b 2c
Ra?—a?2 Prd—1 b — >
multiplicando por 2: Ll C;) @t ¢ > \/3(a2 + b2 + )
a c

Sumamos 2(a + b + ¢) para sacar factor comiin a? + b* + ¢® (un viejo truco):

1 1 1
(a* 4+ 0>+ %) (5+_+E> > 2(a+b+c) +1/3(a + b2 + c2)

b

Sabemos que y/<HEEE > atbie o 9, /3(a2 + 5% + %) > 2(a + b + ¢). Demostraremos una
desigualdad mas fuerte que la deseada:

1 1
E+ —) > 3¢/3(a% + b2 + c2)
c

1
(a* 4+ 0>+ &) <— +
a

11 1
& a2+b2+c2<—+—+—) > 33,
a b c

que es consecuencia inmediata de la desigualdad de las medias (comprobarlo).

Segunda solucion: aplicar Holder para eliminar las raices del denominador, reptiendo dos
veces la expresién f =) \/@% y multiplicando por el factor > z(y + z) para completar cubos
en el numerador:

x x (r+y+2)° (z+y+2)
. ) > 3o f2 > >

f f

porque (z + vy + 2)* > 3(zy + z2 + y2).

Tercera solucion: aplicar Jensen a la funcién f(x) = Lx, que es decreciente y f”(x) > 0 (ver
la siguiente seccidn).

La siguiente desigualdad fue propuesta recientemente en una fase nacional. Proponemos

varias posibles soluciones, ninguna es facil!

Problema 4.16 (OME 2011) Sia,b,c > 0, demostrar que

a n b n c n ab—l—bc—l—ca>5
b+c¢ c4+a a+b VaZ+b2+c2 2

Solucién. La principal dificultad de este problema es que la expresion N = ;% + C%a + 25
es > %, mientras que L = Zé’igg:‘é‘; es < 1. Si nos alejamos del punto de equilibrio a = b = ¢,

N crece pero L decrece, y debemos demostrar que N + /L > g, lo cual no es nada sencillo.

Debemos encontrar expresiones v/ L > algo, algo que no tenga radicales.
a) Para aplicar la desigualdad de las medias debemos comparar dos cantidades que sean
iguales en el caso de igualdad a = b = ¢, para lo cual restamos % y queda la desigualdad

equivalente N — % + /L > 2. Si ahora aplicamos la desigualdad de las medias tenemos

1 1
N—§+\/ZZ2 (N—é)\/f,
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y el problema estard resuelto si se prueba que (N — %)\/Z > 1, es decir, (N — %)2 > % Esta
nueva desigualdad no tiene radicales, pero al sustituir a, b, ¢ y eliminar denominadores queda
algo espantoso, demencial. Indicamos las sucesiones de exponentes y cuantos términos hay de
cada tipo.

4Za7b +43" abbe +3Za5b20 —1—22(14194 > 32(1563 +3Za4b3c +23"a*h?c®  +65 a*h3c?
24 12 18 6 18 18 6 18
(7,1,0)  (6,1,1) (5,2,1) (4,4,0) (5,3,0) (4,3,1) (4,2,2) (3,3,2).

Se resuelve asi: gastamos 18 términos de tipo (7,1,0) para mayorar a los 18 términos de tipo
(5,3,0), los 6 restantes (7,1,0) junto con 12 de tipo (6,1, 1) los empleamos contra los 18 de
tipo (4,3,1), y nos quedan 18 términos contra 18 de tipo (5,2,1) > (3,3,2) y 6 contra 6 de
tipo (4,4,0) > (4,2,2).

b) Otra posible aplicacién de la desigualdad de las medias es la siguiente:

\F\F sffls

R _+_ R — —

2 2 2L_ 2 2 2L 2

es decir, VL > > 2 7, ¥ para rematar el problema debemos probar que N > 1 + =. No es tan
horrible, se reduce a probar que > . a*b > . a’b?.

¢) Otra forma de desembarazarse de la raiz v/L utilizando la desigualdad de las medias. Si
introducimos la notacién P = a? + b + ¢, Q = ab + bc + ca, podemos escribir

_ @ Qe _ @ 2Q
\/Z_\/;_ PQ_\/_PQ%PJrQ

Para rematar el problema habria que probar que N + P—?Q > % Es brutalizable, al eliminar
denominadores resulta la desigualdad

2(a® + b° 4 ) > a*b + a*c + bla + bt + cta + ',

que se cumple porque (5,0,0) mayora a (4,1,0).

d) Finalmente, cualquiera de los procedimientos a,b,c anteriores se ve notablemente sim-
plificado si ademas acotamos N > algo. Esto se obtiene preparando la expresion N para que
aparezcan cuadrados en el numerador, y poder aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz en

forma de Engel y sumar los denominadores. Escribimos 3% = #2(107 e
o a N b N c? S (a+b+c)? P+20Q
ab+ac  ba-+bc  ca+chb ~ 2(ab+be+ca) 20Q)

N——
llamamos C a esto

Dado que N > C| en el caso a) serd suficiente probar que (C' — %)2 > %, enel casob) C > 145~

y en el caso ¢) C' + ;fQ >3
2
a) (C—1y z%@gpgy—g) P06 e T 5y
D) C>14+4 e85 -1-5->0602>0
2Q 5 P+2Q 2Q 5 (P—Q)?
) CH+5g) 239 50 Trg 2208 S grg 20
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5. (Opcional) Desigualdades de Schur y Jensen

Aunque se puede sobrevivir en una olimpiada nacional sin saber estas desigualdades, pueden
ser de gran utilidad para resolver un problema dificil (3 0 6) o para la Olimpiada Iberoamericana
o la Internacional.

5.1. Schur

Teorema 5.1 (Desigualdad de Schur) Sean a,b,c,r positivos. Entonces

a(a—0b)(a—c)+b"(b—c)(b—a)+ " (c—a)(c—b) >0,

y la igualdad ocurre si a =b = c o si dos variables son iguales y la otra 0.

Dem. Dado que la desigualdad es simétrica en a, b, ¢, podemos suponer sin pérdida de genera-
lidad que a > b > c. Agrupando términos la desigualdad es equivalente a

(a—0b)(a(a—c)=b'(b—c))+c(a—c)(b—c) >0, (inmediato).
La forma expandida (desarrollando todos los productos) para r = 1 es
a® +b* + ¢ + 3abe > a®b + a*c + b*c + b’a + Pa+ b

En notacién abreviada: Z a® + 3abe > Z a®b. Observar que las secuencias de exponentes son
(3,0,0), (1,1,1) y (2,1,0). El término “débil” 3abc no mayora a ningin otro, pero incluido
dentro del bloque de Schur ayuda a mayorar a términos mayores que él. Es por eso que la
desigualdad de Schur es extremadamente til como un complemento al uso de la fuerza bruta.

Dado que es muy dificil encontrar un ejercicio preparado para utilizar la desigualdad de

Schur en su expresion original, debemos aprender a reconocer cémo se esconde Schur en su
forma expandida para distintos valores . Hay que reconocer cuando algo “huele a Schur”.

Para r = 2: Za4+Zach > Za?’b

sim

Para r entero: Z a" "+ Z a"be > Z a" b

sim

Para valores racionales r = %, si se reemplazan (a, b, ¢) por (a”, b", c"), obtenemos una expresion
con exponentes enteros:

a®(a™ —b")(a" — ") +OF (b — )" — a™) + F (" — a™) (" = V") >0,

en forma expandida: Z a? k4 Z a"bn ek > Z a"tkpn

Las formas de camuflarse que tiene el Sr. Schur son casi ilimitadas:

r =1 con variables (a",b", c"): Z a®™ + 3a"b" " > Z a®"b"
r entero multiplicado por abc: Z a"3be + Z a" e > Z a2’e
r entero multiplicado por (a + b+ ¢): Z a4 Z a'b’c > Z a"thy? + Z a"oc
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Otros “disfraces” de la desigualdad de Schur:

PP 42 3y > ay(o+y) Fyzly +2) 4 za(z + )
ryz > (x+y—2)(y+z—z)(r+z-y)
r+y+2)(ry+yz+z2r) < (x+y+2)°+97yz

Y si a, b, c son los lados de un triangulo:
2(a®b + a*c + b*c + b?a + Ca + 2b) > a® + b + ¢ + 9abe
Veamos cémo se aplica la desigualdad de Schur en un caso concreto.

Problema 5.2 Sean a, b, c nimeros reales positivos. Demostrar que

1 1 1 9
(ab+ be + ca) ((a—l—b)2 toror " (c+a)2) =

i

J/

Solucién. Fuerza bruta: eliminando denominadores en la expresién f — % resulta la de-
sigualdad equivalente:

42@56 +23 a*be +6a*0*c* > > att* +6>.a%° —i-QZa?’bQC

nr. términos 24 6 6 6 18 12
exponentes (5,1,0)  (4,1,1)  (2,2,2) (4,2,0) (3,3,0) (3,2,1)

Ta dificil. . . los términos de la derecha parecen casi tan fuertes como los de la izquierda, y
en la izquierda tenemos un débil (2,2,2) que no mayora a ninguno de la derecha. Aqui acude
Schur en nuestra ayuda, absorbiendo al débil en un equipo fuerte:

Schur 7 = 1 multiplicado por 2abe: 2>~ a'be + 6a*b*c> > 23 adb’c
(5,1,0) > (4,2,0) : Sabh > Y ath?
(5,1,0) > (3,3,0) : 3% > 63 adb?

: o 7
Problema 5.3 Siz,y,2 >0, z +y+ 2z =1, demostrar que |0 < zy +yz + 2o — 2oyz < &

5.2. Jensen

Sea [a,b] un intervalo de nimeros reales, y sea f una funcién definida sobre [a, b] tal que
su derivada segunda f” tiene signo constante en [a,b]. Usualmente f se denomina convezra si
f" >0y concava si f” < 0. En caso de conflicto con la denominacién, se piensa en una figura.
Si f” > 0, la cuerda esta siempre por encima de la curva, y si f” < 0, la cuerda esté por debajo
de la curva.
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, f(b)

f'>0 wyf(a) +w,f(b)
) . \ Wy + W,
promedio(f's)=f(promedio)
wsa +w,b
f(a) If Wy + Wy

- — — - ——— -

wia+wyb

Wi +W,

“El promedio de valores de f es > la f en el punto promedio.”

Cualquier punto x del intervalo [a, ] se escribe como un promedio de a,b ponderado con
pesos wy, wsy, es decir ¥ = %ﬁvjjb Por otra parte, el promedio de los valores f(a), f(b) pon-
derado con los mismos pesos wy, wy, se encuentra situado en el segmento entre f(a), f(b), en la
vertical que pasa por f(z). La generalizacién para un conjunto de muchos puntos es la siguiente

desigualdad.

Teorema 5.4 (Desigualdad de Jensen) Sea f una funcion definida sobre un intervalo que

contiene a todos los numeros ay,...,a,, y sean wy,...,w, > 0. Entonces,
Si {7 >0, w, f(a1) wy, f(an) > f wyfay Wy a
Wy Wy Wy A -+ A+ Wy
) wyflay) + - +wyfla, wWi1a1 + -+ -+ WAy
Si f”<0; lf( 1) f( )Sf 141
wy + - 4wy wy+ -+ wy

Ejemplo de funciones convexas (f” > 0) en el intervalo (0,00): 2" (r > 1),1/2" (r >
0),1/log(x), etc. Funciones céncavas (f” < 0): \/x, cualquier 2" (0 < r < 1),log(z), etc.

Problema 5.5 (Ejemplo resuelto) Six,y,z > 0, probar que
x 3z +y+
oy oz fiaryrd)
Vy+z Vz+x o oty 2

Solucién. Las tres raices que aparecen en el denominador del término izquierdo estan pidiendo
a gritos definir la funcién f(z) = \/LE y estudiar su convexidad o concavidad. Resulta ser

f"(z) > 0 para todo > 0. En el término de la izquierda tenemos f actuando sobre los puntos
Y+ 2,2+ x,x + y con pesos x,y, 2. Entonces:

vfly+2) +yfz+a) +2fle+y) f(x(y+z)+y(z+x)+z<x+y)>

rT+y+=z - r+y+=z
B f,(Q(xy%—yz—%zx)>
N rT+y+z
S R 0 N S B
3 2@ +y+2)

donde la primera desigualdad es Jensen y la segunda se deriva del hecho de que f es decreciente
yay+yz+ zx < %(m +y + 2)2. Multiplicando finalmente por x + y + z se tiene lo deseado.
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6. Problemas suplementarios

Problema 6.1 Sean a,b,c > 0. Probar que

1 1 1
(a* 4+ b*+ ) (E+E+E) >3(a+b+c)

Problema 6.2 Si a,b,c > 0, demostrar que

1 N 1 n 1 S 3
a+2b b+2¢c c¢c+2a) " a+t+b+c

Problema 6.3 Si a,b, c,d son nimeros reales positivos, demostrar las desigualdades:

(a+b+c+d)? 1+1+1 1
16abced ~ a b ¢ d
\/ab+ac+ad+bc+bd+cd a+b+c+d
6 - 4
a b 1
Problema 6.4 Sean a,b > 0 tales que ab = 1. Probar que a2—|—3+b2+3§§’

Problema 6.5 Sean a,b,c > 0 numeros reales. Probar que

a+20+b+2a+c—|—2b >3
a+2b b+2c c+2a

Problema 6.6 Demostrar que para a,b,c > 0 se verifica

(a+ b+ c)(ab+ be + ca) - (a+b)(b+c)(c+a) - a® +b* + ¢ + abe
9 - 8 - 4

Problema 6.7 (OME 2010) Para cualesquiera reales a,b, ¢ positivos, demostrar que

3a+b+c 3b+c+a 3c+a+b >15
20+3b+3b  2b+3c+3a  2c+3a+3b 8

Problema 6.8 Sean a,b,x,y,z > 0. Probar que pran i

+

z Yy
ay+bz az+bxr

Problema 6.9 St a,b,c > 0, probar que se verifica

bz+02+02+a2+a2—|—b2
a b c

>2(a+b+c)

Problema 6.10 Sean a,b,c > 0,abc = 1. Probar que b(ac—Ll-b) + C(bljrc) + a(cia) > %

Problema 6.11 Si a,b,c > 0, probar que se verifica

a b b ¢ ¢ a
< + + <-+-+-+-4+-4+-
b+c¢c c¢c+a a+b~"b a ¢ b a c

2 2 2
6§4+2<a +b +c)< 4a 4b 4c

ab + be + ca

Problema 6.12 Demostrar que si a,b,c,d > 0,a+ b+ c+d =1, entonces se cumple que

1
6(a3—|—b3+c3+d3)Z(a2+b2+c2+d2)+§

24



Problema 6.13 Demostrar que si a,b,c,d > 0,abcd = 1, entonces se cumple que

a b c d
>1
b+c+d+1+c—|—d+a+1+d—l—a+b+1+a+b+c+1 -

Problema 6.14 Sean x,y,z > 0 tales que xyz = 1. Probar las desigualdades

Lo ¥ F g LY
2 2r+1 2y+1 22417 ~“x+2 y+2 z+2

Problema 6.15 (OME 2009) Sia,b,c > 0,abc =1, probar que se cumple:

2 2 2
a . b . c >§
1+ ab 1+ be l4+ca) — 4

Problema 6.16 Para a,b, c positivos, demostrar que

a+2c\? b+2a\? c+2b\°
+ + >3
a—+2b b+ 2c c+ 2a

Problema 6.17 (IMO 1964) Sean a,b,c los lados de un triangulo. Demostrar que

a?(b+c—a)+b*(c+a—0b)+c(a+b—c) < 3abe
Problema 6.18 (IMO 1983) Sean a,b, c los lados de un triangulo. Demostrar que

a*b(a — b) + b%c(b — ¢) + Falc — a) > 0.

Problema 6.19 Para a,b, c,d positivos, probar que % + % + % + % > a+b6fc+d

Problema 6.20 Si abc = 1, probar que a3(b1+c) + b3(61+a) + Cg(aler) >3

Problema 6.21 Sia,b,c > 0, demostrar que|va? — ab + b + /b — bc + c2 > /a2 + ac + 2 |.

Problema 6.22 Sean a,b,c > 0. Demostrar que:

2
1 1 1 1 <a+b—|—c—|—v3abc)

+ + > :
a+b b+c c+a 2Vabe ~ (a+b)(b+c)(c+a)

Problema 6.23 Sia,b,c > 0,abc =1, probar que| %5 + C+Z+1 + a2l

Problema 6.24 Si a, b, c son las longitudes de un tridngulo, probar que

3< b+c n c+a n a+b <5
2 7 b4+c+2a c+a+2b a+b+2¢ 3

Problema 6.25 Siz,y,z>0,+ + i + 1 =1, probar que | (z —1)(y — 1)(z —1) > 8|.

Problema 6.26 Sean a,b, c nimeros reales positivos tales que a + b+ ¢ = 1. Probar que

a b c
+ +
V2a+b V2b+c 2c+a ~
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7.

Sugerencias para algunos ejercicios

1.13. Usar que %+§ >2,...yquea+b>2Vab...

1.14. Desarrollar y usar que a® + b* > 2ab. ..

1.15. Desarrollar y usar que a2b + b2c + c2a > 3v/a3b3c3 = 3abe.

1.16. a®b = aab = WS w

1.18. Dos veces la desigualdad de las medias, o también usar la media arménica.
1.20. a® + a%b > 2Va%b? = 2a%. ..

1.21. En este momento sé6lo se puede usar fuerza bruta (eliminar denominadores) y utilizar
el Problema 1.16. En secciones siguientes se resolverd esta desigualdad de otras formas.

1.22 En los denominadores usar (b + ¢)? < 2b% + 2¢2. ..

215. 3% = ab+ac para aplicar C-S en forma de Engel. Sale ) =2 ab+ac > algo, y hay que
probar que algo > 2, que equivale a a® + b* + ¢® + d*® > 2ac + 2bd, cierto!

_ _a _ b _ ¢ 2 2 2 (z+y+2)?
2.16. Llamando z = 25,y = 75.,2 = 55, usamos que =~ + y° + 27 > T Y

debemos probar que x 4+ y + z > 1, problema ya resuelto.

2.17. Eliminando denominadores queda ab?+bc?+ca® > 3abe. O se resta % a cada término
y queda una desigualdad ya resuelta anteriormente.

2.18. Usar C-S en la forma vVA++vB < V12 + 12-\/A + B, y luego probar que A+ B < 1.
2.19. Por Holder (> —2—)(>"a)(>_ a(mb+ nc)) > (a+ b+ ¢)®, y después hay que ver

) mb+nc
(a+b+c) 3
que (m+n)(ab+bc+ca) — m+n’

2.20. Aplicar Holder en su segunda formulacion, como se hace en el texto.

2.21. Por Holder (- 2) (X 2)(X1) > (X a)3 y ya esté.

2.22. Un primer “meneo” por Holder (3 % S0+ ) (1) > (X a?)®. La nueva
desigualdad (>~ a?)? > (CLJF% sale por las medlas

ab
2.23 Un meneo (3 —=22)(Y =2)(N ab(ab +2¢) > (Y ab)* = f* > s,
y eso es justo Y ab.

3.7. Suponer a < b < ¢. Se cruzan las sucesiones (ab < ac < be) y (1 < 3 < 1) ala
izquierda se tiene la reordenacién de maxima suma, a la derecha no.

3.8. Equivalente a a® 4+ b® 4+ & > a?b3c® + b?cca® + c2a’b®. Aplicar reordenacion a las
sucesiones (a?,b?, c?), (a3,b%,¢c?), (a®,b3,c3).

El término derecho a - (b o T esta en la reordenacion de menor suma posible, ya que

sia <b<csetiene a(b+c¢) <b(c+a) < c(a+Db), es decir a(lerc) > b(cia) > C(aib).

3.10. Aplicar Chebyshev a (ay,...,a,) y (a®7*, ..., a®™1) (igual orden) ...k veces.

n

3.11. Chebyshev y luego las medias en esta forma: = + + L+ E > %A;W.
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