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0. Introduccion

Este documento contiene algunos resultados tedricos, titiles y necesarios para la preparacion
olimpica, pero que lamentablemente en su mayoria ya no se ensenan en el bachillerato. Se
intercalan algunos problemas resueltos y otros propuestos.

Para la redaccién de estas notas he recolectado abundante material y problemas de distintos
sitios web, en especial, de los profesores Francisco Bellot Rosado (Valladolid), Francisco Javier
Garcia Capitan (Cérdoba), y Cristébal Sénchez Rubio (Benicassim), autor de una péagina web
destinada a la olimpiada matematica:

http://platea.pntic.mec.es/csanchez/olimprab.htm

Algunos temas especificos seran tratados en profundidad en documentos posteriores (2.
Desigualdades y 3. Geometria Avanzada).

La intuicion, las ideas felices y la pasion matemadtica acompanaran de forma continua toda
la preparacion, pero es dificil incluir ese “material” en estas notas. Por lo cual este documento
hard mas énfasis en aumentar la base tedrica, para que se puedan resolver en poco tiempo
problemas mecanicos o rutinarios, y aprovechar el resto del tiempo para pelear los problemas
dificiles.

A trabajar y a disfrutar!



1. Aritmética y desigualdades

Numeros naturales, enteros y reales

Veamos cémo a partir de la siguiente propiedad elemental:
Problema 1.1 (Propiedad arquimediana) Para todo nr. real z, existe un natural n > x.
Pueden demostrarse propiedades mucho menos triviales en apariencia.

Problema 1.2 Dados dos reales distintos a < b, existe un racional ™* entre a y b, es decir
m
a<—<b
n

Si a, b son de distinto signo, elegimos m = 0,n = 1 y resulta a < 0 < b. Sean a, b ambos positivos.
El problema estard demostrado si conseguimos que se cumpla an < m < bn. ;Cuando se puede
asegurar que en un intervalo entre dos nimeros reales hay seguro un natural m? Cuando ese
intervalo tiene longitud mayor que 1, es decir bn — an > 1. ;Cuéndo se logra esto? Cuando
n(b—a) > 1, o de forma equivalente, n > ;= (al ser b — a > 0, multiplicar o dividir por b — a
no cambia el sentido de la desigualdad). Conclusién: la propiedad arquimediana resuelve estre
problema, eligiendo n mayor que ﬁ

Si fueran a, b negativos a < b < 0, resolvemos el problema para —a > —b > 0, encontrando
—b < § < —a, y multiplicamos por —1 cambiando el sentido de la desigualdad: b > %p > a.

Cierta destreza en desarrollos y factorizaciones elementales
Por ejemplo,
(a+b+c) = a®+b+ +3(a’b+ ac + b’c + b*a + c*a + ¢*b) + 6abe

e (a=0b)(a" ' +a" b+ - +ab"? + ")
a"+b" = (a+b)(a"t—a" L —ab" 40 (n impar)

Cambios de variable que simplifiquen las cosas

Desigualdad de las medias aritmética, geométrica y armoénica

Si a,b > 0, se definen la media aritmética A = “T*b, la media geométrica G = Vab, y la

media armoénica H = ﬁ Entonces A > G > H, y las desigualdades siempre son estrictas si
a ' b

a # b. Analogamente para n nimeros:

ap+---+ay n

N N s
n a++_

an
La desigualdad mas utilizada es la que compara las medias aritmética y geométrica.

Problema 1.3 Demostrar que la suma de un numero positivo y su tnverso es > 2.

Problema 1.4 Sia,b,c> 0, probar que a®> + b*> > 2ab y a® + b*> + ¢ > ab + be + ca.



Desigualdad de Cauchy-Schwarz
(ab + cd)? < (a® + c)(b* + d?). De forma general:

(arby + -+ apby)* < (a3 +---+a2) (b2 +--- +b2)

O de forma equivalente

arby + -+ apb, < \/a$+---+ag-\/b§+---+b,%
Problema 1.5 (Desigualdad de Bernoulli) La desigualdad
(1+h)">1+nh

se cumple para todos par de numeros reales h > —1,n > 1. Sin es un numero par positivo, la
desigualdad también es vdlida para todo h real.

Problema 1.6 Demostrar que la sucesion a(n) = (1+ %)” es estrictamente creciente (el limite

de esta sucesion cuando n — oo es el numero e, base del logaritmo neperiano).

Los siguientes ejercicios son de calentamiento, solamente un aperitivo. En un documento
aparte se tratard de forma detallada el tema de desigualdades.

Problema 1.7 ;Cudl de estos nimeros {10001°%° 10019} es mayor?
Problema 1.8 Probar que 32°° > 2300,

Problema 1.9 ;Cudl de estos nimeros {9v/10!,10v/9} es mayor?

Problema 1.10 Si p,q son reales positivos con p+ q = 1, probar que

1\° 1\*_ 25
pt—| +tlat+-) =+
p q 2
Problema 1.11 Sia,b,c > 0, probar que a* + b* + ¢ > 2v/2abc.
Problema 1.12 Si a,b,c son nimeros reales tales que a* + b* + c* = 1, probar que

1
—§§ab+bc+ca§1.

Problema 1.13 (No supe en qué seccién clasificarlo) -
Hallar todas las soluciones (x,y, z) reales del sistema:

2?2 4+ oy + oz =1
r + 2+ z =1
r + y + 22 =1



2. Divisibilidad y Teoria de Niumeros

Divisibilidad, primos, factorizacién, mcd, etc.

Division euclidea de a entre b con cociente q y resto 7.
a=0bqg+r,con0<r<b—1.

Numeros primos: factorizacién y propiedades

Factorizacion en potencias de primos.
Si p divide a xy y no divide a x, entonces divide a y.

Maximo comun divisor y algoritmo de Euclides

Si d = med(a,b), existen @/, b’ con a = da’,b = db' y med(a’, V') = 1.

Si clab y med(c,a) = 1, entonces c|b.

En una divisiéon con resto a = bg + r, todo divisor de a y de b es divisor de by de r, y
reciprocamente. Es decir, |med(a,b) = med(b, r) | Con este truco (en el cual se basa el algoritmo

de Euclides) se puede hacer induccién. ,
O también, por ejemplo, asi se demuestra que la fraccion % es irreducible para todo
n entero positivo: Se escribe nt + 3n? + 1 = n(n® + 2n) + n? + 1, luego

med(n* + 3n? + 1,n° + 2n) = med(n® + 2n,n* + 1).

Y otra divisién con resto: n® + 2n = n(n® + 1) + 2n, con lo cual med(n® + 2n,n* + 1) =
med(n?® +1,2n) = 1.

Identidad de Bézout

Si med(a, b) = d, existen enteros x,y tales que ax + by = d.
Util para resolver problemas del estilo:

Problema 2.1 ;como obtener eractamente un litro de agua si se dispone de un cubo de 13
litros, otro de & litros y una fuente ilimitada de agua?

Solucién: dado que med(13,5) = 1, podemos escribir 1 = 13a + 5b, por ejemplo 13-2 —5-5, es
decir 1 =134+13—-5—-5—5—5—5. Cada operacion +13 se interpreta como “llenar el cubo de
13 litros”, y cada operacion —5 corresponde a vaciar el contenido del de 5 litros. Asi, al llenar
una vez el cubo de 13 litros y pasar su contenido sucesivas veces al de 5 litros, acabamos con 3
litros colocados dentro del cubo de 5. Una nueva llenada del cubo grande nos da 13 + 3 = 16
litros en total, que se transformaran en 1 litro al vaciar 3 veces el cubo de 5.

Operaciones modulares

Saber trabajar médulo p (primo) o en general médulo cualquier n.
Si med(a, b) = 1, considerar los restos médulo b de la sucesion

a,?a,3a,...,na,...

. Qué pasa si hay dos valores repetidos an = am (mod b)? Significaria que an —am = 0 (mod b),
es decir b divide al nimero a(n —m). Pero como med(a,b) = 1, necesariamente b debe dividir



a m — n. Resumiendo, hemos probado que la sucesién {an} médulo b sélo repite valores de b
en b, en particular los b — 1 primeros valores

a,2a,3a,...,(b—1)a

son todos distintos (mod b), y coinciden (salvo el orden) con los restos {1,2,...,b — 1} (no
puede aparecer el 0 porque an = 0 (mod b) implicaria que b|n). O sea que aparece el 1 en algin
momento, es decir, existe n tal que an = 1(mod b), lo que quiere decir que a tiene inverso
modulo b.
Si p es primo y no divide a a, existe el inverso de a médulo p. En particular, todas las
ecuaciones de la forma
ax = b(mod p)

tienen solucién x = 2 (mod p).
a

Pequeno teorema de Fermat

Si p es primo y no divide al niimero a, entonces |a?~! = 1 (mod p) |

Para todo a (sea o no miltiplo de p) |a” = a (mod p) |.

Teorema de Wilson

Si p es primo | (p — 1)! = —1 (mod p) |

Funcién ¢ de Euler

¢(n) = la cantidad de enteros a entre 1 y n verificando med(a,n) = 1.

¢(n) coincide con el nimero de restos que tienen inverso médulo n.

Si m,n son primos entre si o coprimos (mcd(m,n) = 1), se tiene que p(mn) = p(m)p(n).
Si la factorizacion de n en potencias de primos es n = pi' - -- p;*, entonces

p(n) = (p1 = 1)y (o = Dpj ™,

por ejemplo ¢(10) = p(2-5) =1-4, p(3%-5%) =2-3%-4.5 = 360.

Potencias modulares: si a,n son enteros, la sucesion de potencias

{a,a®,a* a*,... .}

modulo n es periddica. El periodo es un divisor de ¢(n). En particular, si n es primo, el periodo
es divisor de n — 1.

Generalizacion del teorema de Fermat

Si med(a,n) =1,
a?™ =1 (mod n)

Raiz primitiva médulo p

Si p es primo, existe un g entre 1 y p — 1 tal que la sucesion de potencias de g modulo p
recorre todos los posibles restos modulo p. Por ejemplo, para p = 11, podemos elegir g = 2 y
funciona bien:

121 =2[22=4[2°=82"=5]|2°=10[2°=9]2"=7[2°=3[2°=6[2"=1]

Ya sabiendo que el 2 es un generador valido, se puede demostrar que también vale como
generador cualquier potencia 2*, si med(k, 10) = 1. Demostrarlo.

5



Cuadrados médulo p

Un nimero a se llama residuo cuadrdtico modulo p si es congruente con un cuadrado médulo
p. Por lo anterior, a es congruente con un cuadrado modulo p si y solo si a es una potencia par
del generador g.

Problema 2.2 Si p es un primo congruente con 3 mddulo 4 (por ejemplo 3, 7, 11, ...),
entonces no existe ningun nimero natural n tal que n* 4+ 1 sea miltiplo de p.

Solucién. Si existieran n, k tal que n? + 1 = kp, tendriamos la congruencia n* = —1 (mod p).
Elevando a la potencia 21 obtendrfamos (mod p):

ya que ’%1 es impar por ser p = 3 (mod 4). Pero por otra parte tenemos que

p—1 _
(n?) ® = n** =nP~' =1 (mod p)

por el teorema de Fermat, absurdo. Esta contradicciéon prueba que —1 no puede ser un residuo
cuadratico si el primo p es = 3 (mod 4).

Demostraciones por induccion

En algin momento hay que saber hacer una demostracion por induccion. Por ejemplo,
demostrar las formulas

N onn+l) K, nm+D2n+1
LA UL CIRRY

i=1 =1

La férmula 1 + -+ +n =n(n+ 1)/2 se cumple claramente para n = 1.
_ k(k+1)

Sea S(n) =1+ --- +n. Asumiendo valido que S(k) = === para todo k < n, probaremos

que S(n) = @ Escribimos S(n) =n+ S(n —1). Como S(n — 1) podemos asumir que vale
(n—1)n

5, entonces
-1
S(n):n+u:n(1+

2 2

: n—l):n(n+1)

como queriamos demostrar.

Sea T'(n) = 12+ --- + n? La segunda férmula T'(n) =
Paran > 1, escribimos T'(n) = n?+T(n—1) y asumimos que T'(n—1) =
es decir

T(n) =n?+ (n— 1)72(271 - 1) . <n+ (n — 1)éQn— 1)) _n(n+ 1)6(2n+ 1)

1)(2n+1 .
w se verifica para n = 1.

(n—1)((n—1)+1)(2(n—1)+1)
6 )

Parte entera y funciones recurrentes

La parte entera de un nimero real x, denotada por [x] o E(z), es el mayor entero que es
< z. La parte decimal de z, usualmente denotada por {z}, es x — [z]. Decir que “[z] = n” es
exactamente lo mismo que dar estas dos desigualdades:

n<zr<n+l,

6



(es decir n es < x pero n + 1 ya se pasa). Con la doble desigualdad anterior se simplifican la

mayoria de ejercicios que involucran a la parte entera.

Si x = { es un nimero racional, es conveniente hacer la divisién euclidea de a entre b, ya

que la parte entera y decimal de z estan relacionadas con el cociente y resto de dividir a entre
b, de esta manera:

Sia=bg+r, con0§r<b:>[%]:qy{%}:£_

Sia = bg+r, una funcién definida de forma recurrente como f(a) en funcién de f(q) y f(r),
hacen sospechar una relacién con la expresion de a en base b. Por ejemplo, la funcion definida
por

) =1,f2n) = f(n), f(2n+1) = f(n) +1

da como resultado el niimero de unos en la expresion binaria. La funcion:

s ==+ ([5]) 345

propuesta en la OME 2010, esta relacionada con la expresion de n en base 3, estudiando los
digitos que ocupan posiciones impares y pares ...
Maxima potencia de un primo que divide a un factorial

Sea p un primo. La maxima potencia p* que dividean! =1-2---n es

[l Bl

Dem: en el conjunto {1,2,...,n} hay [n/p] miltiplos de p, [n/p?] miltiplos de p?, etc.

Problemas

Problema 2.3 Demostrar que para todo n entero, n? es congruente con 0 o con 1 mddulo 4,
en particular los nimeros 4k + 2 y 4k + 3 nunca son cuadrados perfectos.

Problema 2.4 Sin es impar, entonces n* = 1 (mod 8).
Problema 2.5 Encontrar todos los pares de enteros (x,y) tales que x* + y* = 49.
Problema 2.6 Encontrar el dltimo digito de T*'.

Problema 2.7 Si a es maltiplo de p, entonces (a + 1)" — 1 es maltiplo de p para todo entero
positivo n.

Problema 2.8 Determinar todos los enteros positivos n tales que 3™ + 4 es divisible por 7.

5

Problema 2.9 Sea n cualquier numero entero. Demostrar que n> —n es maltiplo de 30.

Problema 2.10 Calcular la suma
1411+ 1111 +---+ 111 721 1

Problema 2.11 Demostrar que ningin numero de la sucesion 11,111, 1111, ... puede ser un
cuadrado perfecto.



Problema 2.12 ;Para qué valores de p es 2% +7-2P + 1 un cuadrado?

Problema 2.13 Determinar para qué valores de n > 0 el numero

n bloques

20122012 2012

es multiplo de 126.

Problema 2.14 Demostrar que si en una progresion aritmética de niumeros naturales hay un
elemento que es un cuadrado perfecto, entonces la progresion contiene infinitos cuadrados per-
fectos.

Problema 2.15 Sip es un primo distinto de 2 y de 5, demostrar que existen infinitos multiplos
de p de la forma 111...1 (escrito sélo con unos).

Problema 2.16 Se forman los numeros 49, 4489, 444889, ..., y asi sucesivamente, siempre
insertando un 48 en la parte central del nimero anterior. Demostrar que todos estos niumeros
son cuadrados perfectos.

Problema 2.17 Averiguar en cudntos ceros termina el factorial de 2012. ;Y el de un millon?

Problema 2.18 Para cualquier numero natural n, determinar un método para dar n nimeros
consecutivos tales que ninguno sea primo. Ayuda: pensar en los factoriales.

Problema 2.19 Sea p un nimero primo impar, y sea x un numero natural tal que

2* = a(mod p)

Demostrar que existe y tal que
y?> = a (mod p?)
Ayuda: como x* — a es muiltiplo de p, también (x + ip)*> — a es mailtiplo de p para todo i. Se

trata de encontrar un i tal que (z + ip)? — a sea mailtiplo de p*. Ya hay un factor p, hay que
fabricar otro.

Problema 2.20 Un nimero x de n cifras tiene la siguiente propiedad: si se extrae la ultima
cifra de x y se la coloca al principio, se obtiene un numero y que es el doble de x. Hallar el
menor valor posible de n para que sea posible esta situacion, y calcular el nimero x.

Problema 2.21 Demostrar que para n,k enteros, k impar, la fraccion:

15428 4. 4 nf
14+24---4n

siempre es entera. Pista: separar casos segun n Sea par o impar.

Problema 2.22 Sean 0 < a < b < 1. Demostrar que existen infinitos pares de enteros positivos

(m,n) que verifican la condicion
2mn
a<——<b
m* +n
Problema 2.23 Demostrar que el nimero n* + 4 no es primo para ningin valor de n entero
positivo. La factorizacidon resultante n* + 4 = (n* — algo)(n® + algo’) se conoce como identidad

de Sophie Germain.
!

2
Problema 2.24 El nimero (2n

es natural para todo n natural.
n!n!



3. Polinomios

No mas raices que grado

Si un polinomio f(z) de grado n tiene mas de n raices, es el polinomio nulo.

Teorema del resto

Si f(z) = (z — a)q(x) + r, entonces el resto r coincide con el valor de f(a). En particular,
a es raiz de f(z) siy sélo si f(z) es divisible por z — a.

Teorema de la raiz racional

Sea p(x) = a,x™ + ...+ a1x + ap un polinomio con coeficientes enteros. Si p tiene una raiz
racional r/s (expresada como fraccién irreducible), entonces se debe cumplir que 7|ag y s|a,.
Si ademds p es ménico (a, = 1), las tnicas posibles raices racionales son enteras. Por ejemplo,
x3 — 32% + x — 3 sélo puede tener raices +1, 43 (divisores de -3).

Relaciones de Cardano-Vieta entre coeficientes y raices

Si un polinomio de segundo grado f(z) = x*+bx + ¢ tiene dos raices p, ¢, se puede factorizar
f(z) = (x — p)(x — q). Igualando potencias de x en la expresion x* + bx + ¢ = (x — p)(x — q) se
obtiene p+q = —b,pq = c.

Para un polinomio de tercer grado z® + bz + cx +d = (x — p)(z — q)(x — r):

ptq+tr=-b, pgt+qr+rp=c, pgr=d

Y en general, si f(z) = 2" + ap_12" ' + -+ + a1 + ap tiene raices rq,...,r, (puede haber
repeticiones), entonces el coeficiente a,_ puede expresarse como (—1)"% veces la suma de
todos los productos de k raices. Por ejemplo, el coeficiente de 22 en la expresién

(x —a)(z —b)(x —c)(z —d)(x —e)
es igual a abc + abd + abe + acd + ace + ade + bed + bee + bde + cde.

Criterio de irreducibilidad de Eisenstein

Sea f(x) = apx™ + -+ -+ a1z + ap un polinomio con coeficientes enteros. Sea p un primo que
divide a todos los coeficientes de f excepto a a,, y tal que p? no divide a ag. Entonces f(z) es
irreducible, en el siguiente sentido: no es posible factorizar f(z) = g(z)h(x), con g, h ambos
de grado estrictamente menor que f.

Primero veamos qne f no puede tener una raiz entera. Si existiera r € Z tal que

f(T) = anrn + an—lrn_l + e+ ar + CLQ - O)

mﬁltiﬁo de p

deberia ser a,,r™ un multiplo de p. Dado que p no divide a a,,, p debe dividir a r", para lo cual
p debe dividir a r. Pero entonces miramos la igualdad anterior médulo p?:

fr)=awr" + ap "+ ar+ g =0,
N / N~~~

multiplo de p? éste no

Absurdo. Luego f no puede ser divisible por un factor de grado uno x — r. De forma similar
(con algo mas de trabajo) se demuestra que tampoco es posible una factorizacién de f con dos
términos de grado > 2.



Problema 3.1 El polinomio z* + 23 + 2> + v+ 1 = “j__ll es irreducible.

El criterio de Eisenstein no es aplicable directamente, pero si tras una pequena manipulacion,
reemplazando x por x + 1. Si g(z) = f(z + 1), entonces

(x+1P°—-1 x5+(?)x4+(g)$3+(g)x2+(2)x—|—1—1
(z+1) -1 x

— e (s O+ )+ ()

Como el 5 es primo, todos los coeficientes binomiales (‘Z’), para 1 < ¢ < 4, son multiplos de
5, v el dltimo (i) es igual a 5, luego no es multiplo de 52. En consecuencia, ahora si se puede
aplicar el criterio de Eisenstein, con lo cual el polinomio g(x) es irreducible. Para terminar,
estd claro que f también debe ser irreducible, ya que si fuera f(z) = u(x)v(z), se tendria
flz+1) =u(x+u(z+1), es decir, g(x) = u(z + 1)v(z + 1) serfa una factorizacién no trivial
de g, lo cual se ha visto que es imposible.

Nota: el problema anterior se puede generalizar para cualquier niimero primo en vez del 5.

Si p es primo, siempre sera irreducible el polinomio

g(z) =

R A

Teoria de la relatividad de Einstein

Desafortunadamente, este tema estd fuera del alcance de nuestro humilde programa.

Teorema de Gauss

Si un polinomio f(z) con coeficientes enteros puede ser factorizado como producto de poli-
nomios racionales, entonces también puede factorizarse como producto de polinomios enteros.
Polinomios con factores repetidos

Si un polinomio tiene una raiz repetida a, a también es raiz de la derivada del polinomio. Por
ejemplo, si f(x) = (r—2)?(x+1), al hacer su derivada obtenemos f'(z) = 2(z—2)(z+1)+(z—2)?,
un polinomio divisible por z — 2, o sea que tiene raiz 2.

Pero jcémo darse cuenta de que el polinomio en forma expandida f(x) = 2® — 32 + 4 tiene
o no alguna raiz repetida, sin calcular sus raices? Lo que se hace es calcular el med(f, f') (ojo,
el mcd puede tener coeficientes racionales):

med(f, f') = med(x® — 32° 4+ 4,32% — 6z) = ---- - — 7 _9

De forma general, un polinomio f tiene un factor repetido d (f = d*g, con k > 1) si y sélo si d
divide al med(f, f').

El cambio de variable z = z + %

Veamos como son las potencias de z =z + %:
1 1
=424 = = P+ —=-=22-2
x? x2

3 1 1 1
=+t -+ —==2"+—=+3: = P+—-=2"-32
xr a3 a3 a3

10



De forma similar, para todo n se tiene que x™ + %n es expresable en potencias de z = z + % Una
posible aplicacién es el calculo de raices de polinomios de grado par con coeficientes simétricos,
por ejemplo

4 1
=4+ 2 —dr+1=0 & x2—4;1:+2——+_2:()
r T

1 1
& ($2+—2)—4(x+—)+220
NN

222 z

& 22— 42=0

La ecuaciéon anterior tiene soluciones z = 0, z = 4. Para resolver la ecuacién original debemos
resolver t +1/x =0y o+ 1/x = 4.

Problema 3.2 Demostrar que para todo entero m, el nimero n* — 20n% 4+ 4 es compuesto
(escribir como diferencia de cuadrados, factorizar y probar que ninguno de los factores puede
ser +1).

Problema 3.3 Sea f(x) un polinomio con coeficientes enteros, de manera que existen cuatro
enteros distintos a,b,c,d con f(a) = f(b) = f(c) = f(d) = 5. Probar que no eziste ningin
entero k tal que f(k) = 8. Pista: factorizar f(x) —5 = (x —a)(x — b)(z — ¢)(x — d)R(z) y
sustituir v = k.

Problema 3.4 Sea P(x) un polinomio con coeficientes enteros. Demostrar que si existe un
entero k tal que ninguno de los enteros P(1), P(2),..., P(k) es divisible por k, entonces P(x)
no tiene raices enteras.

Problema 3.5 Sean a,b enteros. Demostrar que la ecuacion (x —a)(x —b)(x —=3)+1 =0
admite a lo sumo una solucion entera.

Problema 3.6 Sean p, q,r las tres raices reales del polinomio x® —3x+1. Se define la sucesién
{s(n) = p" + q" + r"}nen. Utilizando las relaciones entre coeficientes y raices, encontrar una
relacion de recurrencia para s(n+3) en funcion de s(n+2),s(n+1),s(n) y demostrar que s(n)
es entero todo n. Determinar el resto de dividir s(2012) entre 7.

Problema 3.7 Hallar todos los polinomios P(t) de una variable que cumplen
P(z* - y*) = P(z +y)P(z — y)
para todos los niumeros reales x,y.

Problema 3.8 Probar que la grifica del polinomio P(x) es simétrica respecto del punto A de
coordenadas (a,b) si y solo si existe un polinomio Q(x) tal que

P(z) = b+ (z - a)Q((z — a)’)
Problema 3.9 El polinomio x* — 3 — 32 + 5z + 1 es irreducible (Eisenstein x — x + 1).

Problema 3.10 Dados los polinomios P(z) = a*+az® +ba* +cx+1, Q(z) = a* 4 ca® + ba? +
ax+ 1, hallar las condiciones que deben cumplir los nimeros reales a,b, ¢ (a # ¢) para que P(x)
y Q(x) tengan dos raices comunes, y resolver en ese caso las ecuaciones P(x) = 0,Q(x) = 0.
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Problema 3.11 Determinar todas las soluciones del sistema

1 1 1 1
rty+z=w, —+-—+-=—
xr Yy z w

Problema 3.12 Determinar todas las soluciones enteras de la ecuacion
Pyt B =ty 2)°

Problema 3.13 ;Para qué valores de n el polinomio 1 + x®> + -+ + x
l+z+---4a"'?

2n—

2

es divisible por

Problema 3.14 Demostrar que existe un unico natural n tal que 28 + 21* + 2" es cuadrado

perfecto.
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4. Geometria

Declaracion de intenciones:

Estas notas estan orientadas a una Geometria de demostrar cosas, mas que de calcular.
Demostrar propiedades que se cumplen en figuras lo mas genéricas posibles. Aparte de los
angulos rectos y los que puedan surgir en condiciones de simetria (30,45,60), es muy muy
muy raro que aparezcan angulos especificos. Las distancias nunca seran numéricas, siempre
abstractas a, b, c... lo importante seran las relaciones entre elementos, més que su valor.

Igualdad y semejanza de triangulos

Dos tridngulos son iguales o congruentes si tienen los 3 dngulos y los 3 lados iguales. Pero la
gracia es que a veces se puede asegurar la igualdad con muchos menos datos, cuando coinciden
en 3 “elementos” (dngulos o lados) suficientes para construir el tridngulo, por ejemplo: { Tres
lados, Dos lados y el angulo que forman entre ellos, Un lado y los dos dangulos adyacentes }.

Hay un cuarto criterio (dos lados y el dngulo opuesto al mayor de los lados) que casi nunca
se utiliza en problemas, porque en general no hay datos suficientes para comparar angulos y
distancias y saber si una cantidad es mayor que otra, ya que usualmente trabajaremos con
relaciones abstractas. Un caso excepcional en que si que se usa este cuarto criterio: si dos
triangulos rectangulos tienen iguales un cateto y la hipotenusa, son congruentes.

A veces podemos deducir una igualdad de tridangulos porque son correspondientes en un
movimiento (traslacién, simetria, rotacién, etc.)

De forma similar, dos tridngulos son semejantes si tienen los 3 angulos iguales y los 3
lados proporcionales. En los siguientes casos hay datos suficientes para asegurar la semejanza,
cuando tienen: { Los 3 dngulos iguales (basta con 2), Un dngulo igual y los segmentos adyacentes
proporcionales, Los 3 lados proporcionales }.

A veces detectamos una semejanza cuando los triangulos son correspondientes en una trans-
formacién de semejanza (homotecia, rotohomotecia, etc.)

La aplicacién principal de la congruencia y semejanza de triangulos es que a partir de unos
pocos datos conocidos de angulos y distancias se pueden deducir relaciones nuevas.

Problema 4.1 (Igualdad y semejanza) -

1. ABC tridngulo acutdngulo con alturas AA;, BBy. Probar que CA,.CB = CB;.CA.

2. ABC' tridngulo isosceles con AB = AC'. Las perpendiculares por B,C' a AB, AC respec-
tivamente se cortan en D. Probar que DB = DC.

3. El trapecio ABC'D werifica AB||CD y BC = AD. Probar que AC = BD (Proyectar D,C
sobre A, B y buscar tridngulos iguales).

4. ABC rectdingulo en C con altura CH. Probar que AC?> = AB-AH y CH* = AH - BH.

5. En el lado BC' del triangulo ABC' se elige un punto Ay tal que BA; : A;C =2:1. ;En
qué proporcion divide la mediana CCy al segmento AA; ¢

6. Si un tridngulo ABC' de lados a,b,c y dngulos «, 3, verifica o = 23, demostrar que
a’? = (b+ ¢)b. Sin trigonometria! (Fabricar la distancia b+ ¢, construyendo un punto D
en la prolongacion de AB tal que AD = AC).
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7. Sea K el punto medio del lado AB en el cuadrado ABCD. El punto L divide a la diagonal
AC en la razon AL : LC' =3 : 1. Probar que KLD es un dngulo recto.

8. Sea ABC' un triangulo rectangulo en B. Sean ABM P y ACNQ dos cuadrados exteriores
al triangulo ABC. Demostrar que PC' y B(Q) son perpendiculares.

Aritmética de angulos

Reconocer angulos iguales cuando son correspondientes entre paralelas, opuestos por el
vértice, etc. Conocer la suma de angulos en un triangulo, cuadrildtero, n-agono, etc. Encontrar
simetrias, triangulos isésceles, etc.

Angulos inscritos y cuadrilateros inscriptibles.

Arco capaz: cuerdas iguales inscriben angulos iguales

Si A, B estan en el mismo arco de circunferencia respecto a C'D, se tiene la igualdad de
angulos “inscritos” CAD = C'BD = « (primera figura). El arco al cual pertenecen A, B se
llama arco capaz de angulo a respecto al segmento C'D. Ese arco es el lugar geométrico de

todos los puntos P tales que CPD = «.

Angulo cuerda-tangente igual al inscrito

La recta tangente EC' forma con la cuerda C'D un angulo igual al inscrito en dicha cuerda.
Esto vale para detectar condiciones de tangencia.
Angulos opuestos suman 180

En la segunda figura, la suma de los angulos opuestos en A y en C vale 180, al igual que la
suma de los angulos en B y en D.
Angulo central es el doble del inscrito

Esto se ve en la segunda figura. Ojo con los dngulos inscritos obtusos, para los cuales el
central es mayor que 180! (ver tercera figura).
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Criterios para detectar que un cuadrilatero es inscriptible:

Para A, B, C, D en la posicién relativa de la primera figura, si CAD = OBD = a entonces
ABCD es inscriptible. R

Para A, B,C, D en la posicion relativa de la segunda figura, si A+ C = 180 entonces ABC'D
es inscriptible.

Angulos entre cuerdas: semisuma y semidiferencia de arcos centrales

C

BC+ AD AﬁD:BC_AD

donde BC denota el angulo central BOC , etc.

La técnica de los cuadrilateros inscriptibles permite a partir de algunos angulos conocidos
calcular otros angulos nuevos.

Veamos un ejemplo:

Problema 4.2 En el tridngulo ABC' de la figura, H es interseccion de las alturas BE y CF.
Se pide:

(i) Calcular la inclinacion de la recta E'F, que resulta ser “antiparalela” a BC': forma con
las rectas AB, AC' dangulos B, “cruzados” respecto a los 3,7 del tridngulo ABC'.

(i) Demostrar que la recta AH es perpendicular a BC' (o sea, es la tercera altura).

(11i) Si M es el punto medio de BC, entonces las rectas ME, MF son tangentes a la
circunferencia que pasa por A, E, F (y por H).

Solucién: primero observar que solamente usando aritmética elemental con los dngulos de
la figura no hay manera de determinar la inclinacién de las rectas EF, AH. Pero sabemos
que el cuadrilatero BCEF' es inscriptible yva que F, F estan en el arco capaz de 90 grados

de base BC’ Por lo tanto EFC = EBC, angulo conomdo 90 — ~v. Esto contesta a la primera
pregunta: AFE = v porque junto con EF EFC y CFB debe completar 180. Para contestar a
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la segunda cuestién, miramos el cuadilatero AFHE, que también es inscriptible porque los
angulos opuestos en F'y E suman 180. En ese cuadrilatero ya esta agotada toda la informacion
relativa a los angulos entre las rectas que unen los lados, no obtendremos ninguna informacién
nueva si no hacemos intervenir las diagonales AH y EF. Nuevamente las propiedades de los
inscriptibles acuden en nuestra ayuda:

EAH = EFH =90 — v (ya calculado antes),

lo cual determina la inclinaciéon de AH, concluyendo que AH 1 BC.

(iii) Pista: como M es el centro de la circunferencia de didmetro BC'y esa circunferencia pasa
por E F, se pueden deducir las inclinaciones de las rectas M E, M F' y ver que son justamente
las inclinaciones que aseguran las condiciones de tangencia pedidas.

Potencia de un punto a una circunferencia

Los triangulos PAC'y PC B son semejantes porque tienen dos angulos iguales. Por lo tanto,

PC _ PB :
Pa = po es decir

PA.PB = PC?

Lo mismo para A’, B’, es decir
PA.PB = PA .PB

Para cualquier recta desde P que corte a la circunferencia en dos puntos A, B, el producto
PA.PB es constante, y se llama potencia del punto respecto a la circunferencia. En los casos
limites la recta por P es tangente en C, luego la potencia es PC?, y concide con PO? — r?,

donde O es el centro y r el radio de la circunferencia.

Criterio para detectar si 4 puntos A, B, B’, A’ estdn en una misma circunferencia:

Si construimos P = ABN A’'B’ y conseguimos demostrar que PA.PB = PA'.PB’, entonces
los 4 puntos A, B, B', A’ estdn en una misma circunferencia.

Analogamente, si tenemos 3 puntos ABC' y un punto P en la recta AB, y conseguimos
demostrar que PA.PB = PC?, entonces la recta PC es tangente a la circunferencia que pasa
por ABC.

Problema 4.3 Dado un segmento AB, hallar el lugar geométrico de los puntos P tales que la
diferencia de cuadrados PA? — PB? es constante. Pista: es una recta perpendicular a AB.

El problema anterior también sirve para demostrar que C'D 1 AB, en el caso en que se cumple

que CA? —CB? = DA%? - DB,
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Eje radical de dos circunferencias

Es el conjunto de puntos con igual potencia a dos circunferencias dadas. Si las circunfe-
rencias se cortan en dos puntos distintos, el eje es la recta que pasa por esos dos puntos. Si
las circunferencias tienen una tangente y un punto de tangencia comun, el eje es esa tangente
comun. Si el eje radical de dos circunferencias C4,Cs se corta con el eje radical de Cy, C3 en
un punto P, dicho punto tiene igual potencia a las tres circunferencias, luego necesariamente
estd en el eje radical de C1, Cs.

Problema 4.4 Una circunferencia pasa por A, B. Una sequnda circunferencia pasa por A, B
y por otros dos puntos C, D. Sea E = ABNCD. Una tercera circunferencia corta a la sequnda
en C,D y a la primera en M, N. Demostrar que M, N, E estan alineados.

Teorema de Thales
Sean A, B,C'y A’, B', C' puntos alineados tales que AA’, BB’ y C'C" son paralelas. Entonces
AB AC BC

AB ~ AC ~ BC

Es decir, los segmentos entre paralelas son proporcionales.

2/ l\
i
|

También vale el resultado reciproco: si los segmentos son proporcionales, las rectas son pa-

ralelas. Por ejemplo, si en la figura de la derecha tenemos una cualquiera de las siguientes
proporcionalidades:

DG DH DG DH EG FH DG DH GH
DE  DF’ GE HF’ ED FD’ DE DF’ EF

, etc.

entonces podemos asegurar que EF' y GH son paralelas.

Problema 4.5 En cualquier cuadrildtero, si se unen los puntos medios de los lados se obtiene
un paralelogramo cuyos lados son paralelos a las diagonales del cuadrildtero de partida.

Problema 4.6 En un paralelogramo, las bisectrices son perpendiculares y paralelas entre si, y
sus 4 puntos de corte estan situados sobre las paralelas medias (rectas que unen puntos medios
de lados opuestos).

Problema 4.7 (Teorema de la bisectriz) En el tridngulo ABC, la recta BC' corta a la bi-
sectriz interior de A en el punto D y a la bisectriz exterior de A en E (se supone ABC' no

isdsceles). Entonces
DB AB  EB AB

pC ~ac Y T EC T AC
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Ademds, el angulo DAE es recto.

Ejercicio: calcular las longitudes de DB, DC, EB, EC' en funcion de los lados a,b,c del
tridngulo. Esto es una sencilla consecuencia de las relaciones anteriores: por ejemplo, si DC
y DB suman a y estdn en relacion b : ¢, la unica posibilidad es que valgan uno 2 y el otro

b+c
ac
brc

Problema 4.8 Demostrar que el baricentro divide a cada mediana en 3, es decir, un trozo es
el doble que el otro.

Problema 4.9 (Recta de Euler) Demostrar que el baricentro G, el circuncentro O y el or-
tocentro H estdn alineados. Determinar en qué posicion del segmento OH cae G. Pista: razonar
con una homotecia de centro G que transforma alturas en mediatrices.

Aritmética de distancias y condiciones de tangencia

Problema 4.10 Sean D, E, F los puntos de contacto de la circunferencia inscrita con los lados
de un tridngulo. Calcular en funcion de los lados a, b, c las distancias

r=AF = AF
y=BF = BD
z=CD=CF
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Ayuda: resolver el sistema de ecuaciones {x +y =c,z+ 2 =0b,y + z = a}.

Circunferencia de los 9 puntos

También conocida como circunferencia de Feuerbach. Sea ABC' un tridngulo cualquiera.
Existe una circunferencia que pasa por los siguientes nueve puntos:

D, E, F": puntos medios de los lados

L, M, N: pies de las alturas

P, @, R: puntos medios de los segmentos vértice - ortocentro

Algunas propiedades favoritas

Problema 4.11 (Diagonales del paralelogramo) En un paralelogramo, las diagonales se
cortan en sus puntos medios. Puede parecer una trivialidad pero en problemas es muy util tanto
esta propiedad como su reciproca: si un punto es el medio comun de dos segmentos AC' y BD,
los extremos ABC'D forman un paralelogramo.

Problema 4.12 (Circuncentro del tridngulo rectdngulo) El circuncentro de un triangu-
lo rectdngulo es el punto medio de la hipotenusa. Por ejemplo, el punto medio de un lado de un
tridngulo es el centro de la circunferencia que pasa por esos dos vértices y por los pies de las
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alturas de esos vértices. Muy util en los dos sentidos, para encontrar un centro, y para detectar
un dngulo recto si se tiene esta situacion: MA = MB = MC, con M interior al segmento BC,
entonces BAC' es recto.

Problema 4.13 (Medianas, trapecios y Thales a saco) -

(i) En el triangulo ABC' de la Figura 1, demostrar que la mediana AM divide a la mitad a
cualquier segmento EF paralelo a BC. Este truco también vale para detectar cudndo un punto
esta en una mediana: se traza por el punto la paralela a la base y se ve si ese segmento queda
dividido a la mitad.

(i) En el trapecio BCFE de la Figura 2, demostrar que AP corta a las bases BC' y
EF en sus puntos medios. Este truco también vale para demostrar que un cuadrildtero es un
trapecio. Partiendo de un punto P arbitrario en la mediana AM 1y construyendo E, F', resulta
ser EF||BC.

(i1i) En el triangulo ABC' de la Figura 3, la paralela media K L divide a la mitad a cualquier
segmento AD, donde D es un punto arbitrario del lado BC'.

w
(@]

Solucién: todas las propiedades son aplicaciones sencillas del teorema de Thales. En algunos
casos puede ser conveniente dibujar puntos auxiliares, trazar una paralela adecuada, etc. Por
ejemplo, para demostrar (ii), se construyen los puntos K, L donde la paralela por P a BC
corta a los lados AB, AC respectivamente. Aplicando Thales a diestra y siniestra se tiene que
% = % = g—g = %. Esto prueba que KP = PL, luego aplicando (i) vemos que P estd en la

mediana AM, que también pasa por el punto medio de E'F.

Problema 4.14 (Bisectriz, mediatriz y circuncirculo) - Demostrar que en todo tridngulo
no isosceles, la bisectriz de un angulo se corta con la mediatriz del lado opuesto en un punto de
la circunferencia circunscrita. (Si el tridngulo es isésceles, la bisectriz y la mediatriz en cuestion
son la misma recta).

Esta sencilla propiedad me ha resultado extremadamente 1til al resolver problemas, ya que
la propiedad se puede aplicar de muchas maneras. Tenemos 3 elementos (dos rectas y una curva)
que concurren en un punto, si un punto esta en 2 de los 3 elementos, necesariamente es el punto
de interseccion triple, luego por ahi pasa el tercer elemento.

Problema 4.15 (Incentro) Sea I el incentro del tridngulo ABC. La bisectriz Al corta al lado
BC en D y a la circunferencia circunscrita en un sequndo punto M ademds de A. Demostrar
que M es el centro de la circunferencia que pasa por C, B, I. Posible utilidad de este resultado:
si encontramos un punto I en la bisectriz de A que ademds verifica MI = MB (o MI = MC'),
entonces I es necesariamente el incentro.
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Problema 4.16 (Trapecio is6sceles inscriptible) - Todo trapecio isdsceles es inscriptible
en una circunferencia, y reciprocamente, si un trapecio es inscriptible en una circunferencia,
necesariamente es un trapecio isosceles.

Problema 4.17 (Distancia vértice - ortocentro) Demostrar que la distancia del ortocen-
tro a un vértice es el doble de la distancia del circuncentro al lado opuesto.

Problema 4.18 (Simétricos del ortocentro) Demostrar que el simétrico del ortocentro res-
pecto a un lado pertenece a la circunferencia circunscrita. Demostrar que el simétrico del orto-
centro respecto al punto medio de un lado también pertenece a la circunferencia circunscrita.
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5. Combinatoria

Principio del palomar o de Dirichlet

Si hay mas palomas que nidos, en algin nido debe haber mas de una paloma.

Si hay n nidos y m palomas, con m > kn, entonces en algtin nido habra mas de k palomas.

Ejemplo: demostrar que en un conjunto de 10 ntimeros entre 0 y 100, siempre habra dos
subconjuntos disjuntos que tengan la misma suma. Demostracion: el nimero de posibles sub-
conjuntos de un conjunto de 10 elementos es 2!° = 1024. Hay 1024 posibles sumas, pero no
pueden ser todas distintas porque el maximo valor posible para una suma es 10 - 100 = 1000.
Existen conjuntos distintos con la misma suma. Eliminando elementos repetidos, obtenemos
dos conjuntos disjuntos con igual suma.

Problema 5.1 En un conjunto de 6 personas cada par de personas son amigos o enemigos
entre si. Demostrar que existe un subconjunto de 3 personas tales que todos son amigos o todos
s0m enemsigos.

Problema 5.2 En una reunion hay 201 personas de 5 nacionalidades diferentes. Se sabe que,
en cada grupo de 6, al menos dos tienen la misma edad. Demostrar que hay al menos 5 personas
del mismo pais, de la misma edad y del mismo sexo.

Problema 5.3 Con 21 fichas de damas, algunas blancas y otras negras, se forma un rectangulo
de 3 X 7. Demostrar que siempre hay cuatro fichas del mismo color situadas en los vértices de
un rectangulo.

El principio del palomar tiene innumerables formas de esconderse, y permite demostrar
propiedades nada triviales de ntimeros.

Problema 5.4 Sea A un conjunto de n+ 1 enteros elegidos entre {1,2,...,2n} (puede haber
repeticiones). Demostrar que algin miembro de A divide a otro miembro.

Para poder aplicar el principio del palomar, debemos particionar el conjunto A (n+ 1 palomas)
en n clases (nidos), de manera que en dos elementos de la misma clase siempre uno divida a
otro. Dado que tenemos n + 1 elementos para repartir entre n clases, A debera contener al
menos dos elementos de una misma clase, lo cual resolvera el problema. Ahora bien, ;jcémo se
consigue esta particion?

clase 1 : 1,2,4,...
clase 2 : 3,6,12,...
clase 3 : 5,10,20,...

clasen : 2n — 1.

cada clase empieza en un nimero impar y vamos multiplicando por 2 sin pasarnos del limite 2n.
Estas n clases cubren todos los ntimeros 1,2, ..., 2n, y cada nimero esta en una tunica clase: si
el niimero es potencia de 2 estard en la clase 1, y si es de la forma 2*.i, con 7 impar, estard en
la clase que empieza por .
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Problema 5.5 Para x € R y n entero positivo, existe un numero racional §, conl <qg<n,

que dista de x menos de %, es decir

Pista: elegir ¢ = n y hacer variar p.

Problema 5.6 (Aproximacién de Dirichlet) Para x € R y n entero positivo, existe un
numero racional g, con 1 < q <n, que dista de x menos de %, es decir

1
< —.
ng

p
x__

q

Es bastante mas dificil que el problema anterior. Consideramos los n + 1 niimeros {ax}, donde
{*} denota la parte fraccionaria del nimero *, y a =0, 1,...,n. Esos n+ 1 ntimeros (palomas)

se reparten en n nidos:
1 1 2 2 3 -1
o3) ) o) )
n n'n n'n n

Por el palomar, podemos encontrar dos nimeros distintos {ax}, {a’z} en el mismo nido. Pode-
mos suponer sin pérdida de generalidad a < a'. La pertenencia al mismo nido quiere decir que
al sumar o restar un numero entero adecuado, la diferencia entre ax y o'z serd menor que %

Concretamente, existe un entero p tal que

1
0<l|d'z—ar—pl<—
n

Llamamos ¢ = @’ — a, dividimos entre ¢ y listo.

Combinaciones y permutaciones

Nada de variaciones ni quebraderos de cabeza ... que si son con o sin repeticion. El exceso de
formulas y notacion puede ser contraproducente. Recomiendo sélo saber la formula de combi-
naciones, y en general, saber plantear los problemas y saber contar, saber cuando se multiplican
las posibilidades, etc.

Permutaciones de n elementos: n!. Combinaciones de n en k: formas de elegir k elementos
en un conjunto de n: se escribe (}) o C(n, k) y su valor es #lk),

Estos nimeros combinatorios tienen la propiedad (Z) + (kzl) = (Zﬁ) y aparecen en el
triangulo de Pascal o Tartaglia, en el cual la suma de dos elementos consecutivos es igual al
elemento situado justo debajo de esos dos:

Problema 5.7 El numero de soluciones enteras no negativas de la ecuacion
$1+$2+"'+$n:]{5
esC(n+k—1,k).
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Supongamos por ejemplo n = 4, k = 10, es decir, buscamos las soluciones enteras no negativas
de la ecuacién a + b 4+ ¢ + d = 10. Cada solucién queda determinada de forma tinica como
una lista con 10 unos y 3 separadores, por ejemplo la solucién a = 4,b = 1,¢ = 2,d = 3
quedaria codificada 1111|1|11]|111. Dos soluciones son iguales si tienen los separadores colocados
exactamente en las mismas posiciones. Las formas de colocar los separadores son C'(10 + 3, 3).

En el caso n, k general, hay que colocar k unos y n — 1 separadores, lo cual se puede realizar
de ("tf__l;,) maneras distintas.

Muchos nimeros combinatorios se obtienen como el coeficiente de un polinomio en varias

variables.

Problema 5.8 ;Cudl es el coeficiente de a*b*c en el desarrollo de
(a+b+c)f=(a+b+c)at+b+c)at+b+c)at+b+c)a+b+c)la+b+c)?
Problema 5.9 Si se desarrolla en potencias de x la expresion
(x+a)(z+b)(z+c)(xr+d)(xz+e)

scudl es el coeficiente de 23 y cudntos sumandos contiene?

La técnica de contar por filas y por columnas
Problema 5.10 Hallar el nimero de diagonales de un poligono reqular de n lados.

Por diagonales se entiende cualquier segmento que conecta vértices no adyacentes. Por lo tanto,
cada punto pertenece a n — 3 diagonales. Si hacemos el producto n(n — 3), estamos contando

dos veces cada diagonal, por lo cual el numero verdadero de diagonales es @

Podemos imaginar que hacemos el recuento en una tabla, cada fila corresponde a un punto,
y cada columna corresponde a una diagonal. Se marca una X cada vez que un punto pertenece
a una diagonal. Denotamos por d al nimero de diagonales. Si hacemos el recuento por filas,
la cantidad de simbolos X es n(n — 3), porque cada punto pertenece a n — 3 diagonales. Si
hacemos el recuento por columnas, salen 2d cruces, ya que cada diagonal contiene dos puntos.

La igualdad n(n — 3) = 2d permite despejar d.

Problema 5.11 (Ejemplo resuelto) -

Los personajes Yogurtu y Oblongo (Les Luthiers, “Cartas de color”, 1979) mantienen la
siguiente correspondencia.

Querido tio Oblongo:

Me propusieron un problema sorprendente que trataré de explicarte: se trata de un conjunto con
21 puntos, donde cada recta tiene 5 puntos, por cada par de puntos pasa una unica recta, y por cada
punto pasa el mismo numero de rectas, un nimero m desconocido.

Me piden hallar r = el nimero de rectas distintas, m = el nimero de rectas que pasan por un
punto, y demostrar que toda pareja de rectas se cortan en un punto. Es fantdstico, no hay paralelas!
sPodrias ayudarme, por favor?

Muchos saludos,

Yogqurtu
Querido sobrino Yogurtu Nge:

Estoy muy impresionado por lo que me cuentas sobre ... ese mundo fantdstico sin paralelas. En
mi vida habia oido hablar de nada que se pareciera tanto al plano proyectivo sobre el cuerpo de 4
elementos. Aunque no conozcas la Geometria proyectiva sobre cuerpos finitos, puedes resolver este
problema mediante combinatoria elemental. El viejo truco de hacer una tabla, marcar cruces e igualar
la suma por filas y la suma por columnas, puede serte de utilidad.

Tuyo,

Tu tio Oblongo.
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El ntimero de parejas de puntos es (221) = % = 210. El niimero de rectas es r, desconocido.

Formamos una tabla con 210 filas y r columnas, y para cada par de puntos marcamos una
x en la columna correspondiente a la unica recta que los contiene. Sumando por filas hay 210
cruces. Sumando por columnas, como cada recta tiene 5 puntos, habra (g) = 10 cruces en cada
columna. Igualando 210 = 10r despejamos r = 21.

Sabiendo ahora que hay 21 rectas, formamos otra tabla con una fila para cada punto, y
una columna para cada recta, y marcamos una x cada vez que un punto pertenece a una recta.
Sumando por columnas tenemos 21 - 5 = 105 porque cada recta tiene 5 puntos. Sumando por
filas tenemos 21 - m. Igualando, obtenemos m = 5. Luego por cada punto pasan 5 rectas.

Finalmente formamos una tercera tabla con 21 filas, una para cada punto, y 210 columnas,
una para cada pareja de rectas. Si un par de rectas se cortan en un punto, marcamos una X.
Sumando por columnas, en cada columna hay una x o ninguna, luego la suma total de x es
< 210. Sumando por filas, como sabemos que por cada punto pasan 5 rectas, sabemos que ese
punto estd en exactamente (g) = 10 intersecciones de parejas de rectas, luego hay 10 x en cada
fila, y 210 en total. Para que las sumas coincidan, la tinica posibilidad es que cada par de rectas
se corten.

En el siguiente problema se aplica nuevamente la técnica de contar algo de dos maneras

distintas e igualar los resultados.

Problema 5.12 Demostrar que es imposible colorear un tablero cuadriculado 2011 x 2011 con
los colores rojo y azul, de manera que cada casilla roja tenga eractamente 3 vecinas azules,
y cada azul tenga exactamente una vecina roja. Nota: por casillas vecinas se entiende las que
tienen un lado comun.

Es un ejercicio de combinatoria de verdad, no simplemente calcular permutaciones o com-
binaciones, sino saber contar bien.

Las posiciones de un tablero n x n pueden clasificarse en 3 tipos: vértices, que tienen dos
vecinos, exteriores no-vértice, con 3 vecinas cada una, y finalmente interiores, con 4 vecinas
cada una. Denotamos por R., R; al nimero de rojas exteriores e interiores respectivamente,
y de forma similar A., A; son los nimeros de azules exteriores e interiores. Dado que los 4
vértices deben ser azules, el nimero total de azules sera A =4+ A, + A; y el niimero de rojos
R = R, + R;, con la restriccién evidente R + A = n?.

Ahora contamos la cantidad de casillas negras de dos maneras distintas e igualamos los
recuentos.

(i) Recorriendo 1 a 1 las posiciones del tablero, vamos contando las vecinas.

vértice borde no vértice interior
por cada azul | 1 roja, 1 azul. Apor- | 2 azules, 1 roja. |3 azules, 1 roja.
tan 4 azules Aportan 24, azules | Aportan 3A; azules
por cada roja | — 3 azules, 0 rojas. | 3 azules, 1 roja.
Aportan 3R, azules | Aportan 3R; azules

El nimero total de azules es entonces
44+2A, +3A;, +3R. +3R;

(ii) Ahora miramos cudntas veces fue contada cada casilla azul en el proceso anterior: las 4
de los vértices fueron contadas dos veces, una por cada vecina, las A, exteriores fueron contadas
3 veces, y las A; interiores 4 veces cada una. Esto da un recuento de azules igual a

2-4+3A. +4A;
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Igualando las dos cantidades se obtiene 3(R.+ R;) = 4+ A.+ A;, es decir 3R = A. En particular
el nimero total de casillas debe ser multiplo de 4, por lo tanto la tarea planteada es imposible
para un cuadrado de lado 2011.

Problema 5.13 En un conjunto de n personas algunas se saludan mutuamente. Demostrar
que la cantidad de personas que saludan a un niumero impar de personas es un nUMero par.

Problema 5.14 Dados 7 puntos dentro de un hexdgono de lado 1, demostrar que existen dos
puntos separados por una distancia menor o igual que 1.

Problema 5.15 Un grupo de 5 amigos deciden guardar un documento en una caja fuerte, de
forma que se aseguren de que nunca un subconjunto de menos de 3 personas puedan abrir la
caja fuerte, y cualquier subconjunto de 3 o mds personas siempre puedan abrirla. Para ello,
deciden que la caja tendrd m llaves distintas, se hacen algunas copias de esas llaves y se le
entrega a cada persona una combinacion de n llaves distintas. Determinar cudl es el minimo
valor posible de m. Para ese valor de m, ;cudntas llaves (n) se le entrega a cada persona?

Problema 5.16 En una olimpiada matemdtica ningin alumno ha resuelto todos los problemas;
pero todos los problemas han sido resueltos por algun alumno. Demostrar que existen dos alum-
nos A, B y dos problemas P,(Q tales que A ha resuelto P pero no @), y ademds B ha resuelto
Q@ pero no P.

Pista: considerar k£ = el méaximo ntimero de problemas resueltos por algin alumno, y razonar
con un alumno A que haya resuelto k problemas.

Problema 5.17 ;De cudntas maneras distintas se puede subir una escalera de 10 escalones,
st en cada paso podemos elegir entre avanzar 1 o 2 escalones?

Problema 5.18 ;FEs posible rellenar de forma exacta y sin solapamientos un tablero cuadri-

culado de tamano 5 x 5 utilizando piezas de la forma & (en todas sus posibles orientaciones),
de forma que quede sin cubrir unicamente el cuadradito central? ;FEs posible realizar la misma
tarea en un cuadriculado 5%t x 520117

Problema 5.19 Sea x un numero irracional, y para todo entero positivo n se considera el
nimero x, = {xn}, la parte fraccionaria de nx. Demostrar que la sucesion xy,Ts, ..., Ty ..
es “densa” en el intervalo [0,1), en el siguiente sentido: Para todo nimero real r entre 0
y 1, existen elementos de la sucesion x, tan cerca de r como se quiera, es decir, para todo
e > 0, existe un x, tal que |r — x,| < €. De forma equivalente, para cualesquiera a,b tales que
0<a<b<1, hay que demostrar que existe un elemento x, comprendido entre a y b.

Problema 5.20 Demostrar que toda sucesion de n* nimeros distintos contiene una subsuce-
sion de longitud n que es mondtona (siempre creciente o siempre decreciente). [Nota posterior:
uy, con esto ‘me he pasao’, es un teorema de Erdds - Szekeres bastante dificilillo]

Problema 5.21 Un tablero 100 x 100 ha sido rellenado con los nimeros {1,...,100}, de mane-
ra que cada numero aparece exactamente 100 veces. Demostrar que existe alguna fila o columna
que tiene al menos 10 numeros distintos.

Problema 5.22 Los niumeros de Fibonacci estan definidos por la famosa sucesion Fy = 1, Fy =
1,y F,=F, 1+ F,_5 para todo n > 3. St p es un nimero primo, demostrar que al menos uno
de los primeros p + 1 nimeros de Fibonacci debe ser divisible por p.
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6. Ecuaciones funcionales

En este apartado se dan algunas indicaciones para resolver ecuaciones funcionales de estilo
olimpico.

Problema 6.1 Determinar todas las funciones f : R — R que satisfacen
fle+y)+ fly+2)+ f(z+2) > 3f(x+ 2y + 32)
para todo x,y, z.

Respuesta: todas las funciones constantes.

Solucién: sustituyendo x = a,y = z = 0 tenemos 2f(a) + f(0) > 3f(a), luego f(0) > f(a).
Por otra parte, si se sustituye x = a/2,y = a/2,z = —a/2 se tiene f(a) + f(0) + f(0) > 3f(0),
con lo cual f(a) > f(0). Entonces necesariamente f(a) = f(0) para todo a, es decir f es
constante. Y reciprocamente, cualquier funcién constante f(x) = k verifica las condiciones del
enunciado, dado que k + k + k > 3k.

Problema 6.2 Sea f una funcion real que verifica
(a) Para todos los x,y reales, f(x +vy)+ f(x —y) = 2f(x)f(y).
(b) Eziste un nimero real x, tal que f(x,) = —1.
Demostrar que [ es peridodica.

Solucién: Primero vemos que f es simétrica respecto al eje x: intercambiando z, y en la condicién
(a) se ve que f(—algo) = f(algo). Suponiendo x = y = 0 vemos que f(0) = 0o f(0) = 1. Si
fuera f(0) = 0, sustituyendo y = 0 se tendria 2f(z) = 2f(z)f(0) = 0 para todo x, con lo cual f
serfa idénticamente nula, en contra de la condicién (b). Por lo tanto, debe ser f(0) = 1. Ahora
sustituimos = y = z, y tenemos que f(z,) + 1 = 2f(x,/2)?, lo que implica que f(z,/2) = 0.
A continuacion se sustituye y = z,/2 = f(x+x,/2) = —f(x — z,/2) ... Con razonamientos de
este estilo se comprueba que f es periddica de periodo 2x,.

Problema 6.3 Sea f una funcion real que satisface
(a) f(0) =1/2.
(b) Existe un real a se tiene que f(x +vy) = f(z)f(a —y) + f(y)f(a — x), para todo z,y.
Demostrar que f es constante.

Solucién: sustituyendo x = y = 0 se deduce que f(a) = 1/2. Para y = 0 se obtiene f(z) =
fla—x). Siy=a—x tenemos f(a) = f(z)*+ f(a—x)? luego f(x) =1/2 0 —1/2. Ahora sea x
arbitrario. Tenemos que f(x/2) y f(a — z/2) valen igual, puede ser 1/2 o —1/2. Pero entonces
f(@) = f(x/2+x/2) = 2f(x)f(a —2/2) = 1/2.

Aperturas y finales

Por ahora hemos visto buenos trucos de “apertura”: sustituir varias combinaciones ade-
cuadas de valores en la ecuacion funcional. Para rematar y resolver los finales, hacen falta mas
trucos. Los mas utilizados son intentar demostrar si la funcién cumple alguna de las condiciones
flx+y)=f(x)+ f(y), o f(zy) = f(z)f(y), o estudiar la composicién f(f(z)) para deducir si
f es biyectiva. También puede ser 1til saber si f es monétona, es decir, si f(x) es siempre > o
siempre < f(y) cuando z < y.

Los siguientes trozos de razonamientos estandar pueden perfectamente formar parte de la
solucion de un problema de funciones.
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Problema 6.4 (Funciones f(z+y)=f(z)+f(y)) -
Sia = f(1), estas funciones cumplen f(n) =an y f(—n) = —f(n) para todo n entero.

Si ademds f estd definida sobre los racionales, se tiene f (%’) =a- ]5) para todo racional %’.
Si ademds f estd definida sobre los reales y es mondtona (siempre creciente o siempre
decreciente), entonces f(x) = ax para todo x real. Esto ultimo también se cumple si se sustituye

la palabra mondtona por “continua”, pero no se asume que los estudiantes de este nivel conozcan
)
el cdlculo diferencml.

Sustituyendo = y = 0 tenemos f(0+ 0) = f(0) + f(0), luego | f(0) = 0]. Sabiendo lo cual, si
hacemos y = —x obtenemos

0=/(0)=flz —2) = f(z) + f(=x) = | f(==) = —f(x) para todo z.

Aplicando repetidas veces la condicién f(z +y) = f(z) + f(y) obtenemos f(2) = f(1+1) =
fO)+ f(1), f3)=f(2+1)=f(2)+ f(1) =3f(1),..., vy se deduce que

f(n) =nf(1) = an para todo entero positivo n

y como f(—n) = —f(n), lo anterior vale para cualquier entero n.

Si la funcién f estd definida solamente sobre los enteros y f(z+y) = f(z)+ f(y), lo anterior
prueba que f queda determinada de forma unica por el valor a = f(1). Supongamos ahora que
la funcién esta definida sobre los racionales. Para todo racional x se tiene entonces f(x + x) =
f(z)+ f(z), ...,y en general, f(nx) = nf(z) para todo entero positivo n. Sustituyendo ahora

m
n?

x = + obtenemos f(1) = nf(+), es decir| f(3) = % = 2. Combinando lo anterior para z =

se deduce que | f(™*) = @ =a- ™| lo que querfamos.

Si la funcion f esta definida solamente sobre Q, el estudio queda concluido. Si esta definida
sobre R, hay que seguirla peleando, y ver si se verifica algin argumento de continuidad o
monotonia que permita extender la propiedad f(z) = az sobre los racionales a la misma
propiedad sobre los reales.

Si fuera a = 0, f seria la funcién idénticamente nula, ya que para todo racional p/q seria
f(p/q) = ap/q = 0, y para todo nimero real = se procederia asi: colocar = entre dos racionales
r1 ¥ T9, por la monotonia de f se tendrd que f(z) estd en el intervalo entre f(r1) y f(r2), luego
f(z) = 0 para todo x en R.

Supongamos que a < 0, que f es monétona decreciente (f(x) > f(y) si x < y) y que existe
r real tal que f(r) < ar (el caso f(r) > ar es totalmente andlogo, y el razonamiento es igual
sia > 0y f es creciente, y el caso a = 0 ya fue estudiado). La clave es que siempre existe
un nimero racional entre dos reales distintos. En este caso, si f(r) < ar, al dividir por a < 0
cambia el sentido de la desigualdad: @ > 7.

Metemos un racional p/q entre f(r)/ayr : —=>=>r
a q
Multiplicamos por a : f(r) <a- P ar
N

Es decir, hemos encontrado p/q < r con f(p/q) < f(r), absurdo porque contradice la monotonia
decreciente de f. Se concluye que f(z) = ax para todo = € R.
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Problema 6.5 (Funciones f(zy)=f(z)f(y)) -

Esta propiedad por si sola no da demasiado juego, pero su utilidad se ve aumentada si se
descubren mas propiedades.

Si f esta definida sobre los naturales, su calculo se reduce al caso f(p), donde p es primo.
Para cualquier otro entero positivo n, se factoriza n = pi' - - - p;* y se tiene

f)=fm"p")=fe)" - flpe)"

Si f estd definida sobre los enteros, habra que estudiar el valor f(—1).
Sustituyendo z = y = 1 se ve que f(1) = f(1)?, luego f(1) esigual a 1 0 a 0. Si f(1) =0,
para todo x se tiene
f@)=flz-1) = f(x)f(1) = f(z) -0 =0,
luego f es la funcién nula, y habria que ver si es admisible en el problema en cuestién.
Si f(1) = 1, continuamos. {Qué pasa con f(0)? Sustituyendo z = y = 0 tenemos f(0) =
f(0)?, luego también f(0) vale cero o uno. Si f(0) = 1, se tiene

1=f(0) = f(0-2) = f(0)f(z) = 1- f(x) = f(x) paratodoz,

luego f es constante e igual a 1.
Continuamos en el caso f(0) = 1, y deducimos que

) = P ] (—) =

y poco mas, si no se combina con otras propiedades.
En el estudio de ecuaciones funcionales suele ser 1til hacer aparecer la expresién f(f(z)),
es decir la composicion de f consigo misma.

Problema 6.6 (Si f(f(x)) es biyectiva, f también) - Sea f(f(x)) una funcion biyectiva,
por ejemplo f(f(x)) = 2””—;1 Entonces, f también es biyectiva.

2z+1 3a—1 )
—3 - ).

En efecto, dado un valor a € R arbitrario, existe = tal que = a (7 no es mas que =%
Entonces f(f(z)) = a, es decir, hemos encontrado un elemento y = f(x) que verifica que
f(y) = a, luego f es sobreyectiva porque su imagen alcanza cualquier valor a.

Para ver que f es inyectiva, supongamos que f(z) = f(y). Aplicando nuevamente f tenemos
la igualdad f(f(z)) = f(f(y)), que se traduce en 225 = 2251/ de donde se deduce inmediata-
mente que z = y. El mismo razonamiento vale para cualquier expresién de f(f(x)) que sea
biyectiva.

Problema 6.7 (El truco de resolver un sistema) -
Hallar todas las funciones f(x) definidas sobre los nimeros reales verificando

372 — ) + 2/ (x) = 2*
Reemplazando x por 2 — x tenemos una nueva ecuacion
3f(x) +2/(2 - 2) = (2 — 2)°.
x2—2f(x)
3

En la primera ecuacién podemos despejar f(2 — x) = y sustituirlo en la segunda,
obteniendo una unica ecuacién en la incognita f(x)... La solucién es

2?1204+ 12

(@) -
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En problemas similares puede no ser suficiente hacer una tnica sustitucion, podria ser necesario
realizar mas sustituciones.

Otra familia de ecuaciones funcionales que aparece bastante son las funciones enteras
definidas por recurrencia, donde f(n) depende del resto de dividir n entre cierta base b. Muchas
de estas funciones estan relacionadas con la expresién de n en base b.

Problema 6.8 (Funciones enteras recurrentes) - Sea f : N — N definida por

Hallar cudntos enteros entre 0 y 2012 verifican f(n) = 0.

La funcién f lo que hace es lo siguiente: dado un niimero n, se escribe en base 3, se suman
las cifras que ocupan posicién impar (empezando desde la derecha) y se restan las cifras que
ocupan posiciones pares [revisar: no sé si no me he liado con par - impar]. Hay que demostrar
esto. Lo haremos por induccién sobre k, el niimero de cifras de n en base 3. Si k = 1 la conjetura
se cumple, f(r) =r para r =0, 1,2. Supongamos que la conjetura es valida para todo nimero
de < k cifras en base 3. Sea n un nimero de k + 1 cifras en base 3, es decir n = 3m + r, donde
m tiene k cifras. Por definicién de f, se tiene f(n) = f(3m +r) = —f(m) + r. Si m se escribe
con cifras my, ..., mq, mg, por hipétesis de induccion podemos asumir que

f(m)=mog—mq; +mg—mg=£---,
lo cual sustituido en f(n) = —f(m) + r nos da
f(n)=r—mo+my—mag+mg+£---,

es decir, también para nimeros de k + 1 cifras se verifica la conjetura de que f(n) es la suma
alternada de digitos en base 3, ya que la expresion de n es my, ..., my, mq, 7.

El problema queda reducido a una cuestién combinatoria: encontrar todos los n entre 0 y
2012 tales que su suma alternada en base 3 es 0. Dado que 3" = 2187 > 2012, serd suficiente
estudiar nimeros de hasta 7 cifras. Ver seccion de Combinatoria. En realidad, este problema lo
acabo de inventar adaptando la funciéon del Problema 2 de la OME 2010, ignoro si tiene una
solucion sencilla o no.

Problemas de ecuaciones funcionales

Problema 6.9 (OME 1998-5) -
Hallar todas las funciones f : N — N estrictamente crecientes tales que f(n+ f(n)) = 2f(n)
paran=1,2,3...

Problema 6.10 (OME 2000-6) Demostrar que no eziste ninguna funcion f : N — N que
cumpla f(f(n)) =n+ 1.

Problema 6.11 (OME 2001-6) Determinar la funcion f : N — N (siendo N ={1,2,3,...}
el conjunto de los niumeros naturales) que cumple, para cualesquiera s,n € N, las siguientes
condiciones:

f(1)=f(2°) =1y sin < 2° entonces f(2°+n) = f(n)+ 1.
1. Calcular el valor mdximo de f(n) cuando n < 2001.
2. Hallar el menor nimero natural n tal que f(n) = 2001.
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Problema 6.12 Resolver las siguientes ecuaciones funcionales:

() 2f(z)+f (5 ) a? x#0
(i) $fx)+ f(325) == T3
(é4) f(fi?,i) +f<1 5 =15 T#5 T
(iv) fl@)+f(=) =1+ T#0

Problema 6.13 (OME 2002-3) La funcion g se define sobre los nimeros naturales y satis-
face las condiciones: g(2) =1, f(2n) = g(n), g(2n+ 1) = g(2n) + 1. Sea n un nimero natural
tal que 1 < n < 2002. Calcular el valor maximo M de g(n). Calcular cudntos valores de n
satisfacen g(n) = M.

Problema 6.14 (OME 2004-3) Se representa por Z el conjunto de todos los enteros. Hallar
todas las funciones f : 7Z — 7 tales que para cualesquiera x,y enteros se verifica

e+ fy) = fz) -y

Problema 6.15 (OME 2006-4) Hallar todas las funciones f : (0,00) — R que satisfacen la

ecuacion F )+ f (2) f (g) = 2f(zy)

para todo par de nimeros reales x,y positivos, siendo X un nimero real positivo tal que f(\) = 1.
Problema 6.16 Sea f una funcién definida sobre el conjunto A = {0,1,...,2%'2} dada por:

f(0)=0, f(2n)=f(n), f(2n+1)=2""+ f(n)
Determinar el nimero de elementos de A que satisfacen f(n) = n.

Problema 6.17 (IMO 1996-4) Sea S el conjunto de los enteros no negativos. Hallar todas
las funciones f : S — S tales que f(m+ f(n)) = f(f(m)) + f(n) para todo m,n.

Problema 6.18 (IMO 1992-2) Hallar todas las funciones f : R — R tales que f(z*+f(y)) =
y + f(x)? para todo ..

Problema 6.19 Hallar todas las funciones f: R — R tales que f(zf(z) + f(y)) = f(z)* +y
para todo x,y.

Problema 6.20 (IMO 2002-5) Hallar todas las funciones f : R — R tales que para cua-
lesquiera reales x,y,u,v se verifica

(f (@) + f)(f(w) + f(v) = flzu —yv).
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