LIV Olimpiada Matematica Espanola
Fase Cero, Le6n-Ponferrada
Viernes 24 de noviembre de 2017

La prueba dura dos horas y media y consta de dos partes.

La primera parte consiste en 12 preguntas, cada una con 5 opciones posibles (A, B, C, D, E), una sola de las cuales es
correcta. Cada respuesta correcta vale 5 puntos, cada respuesta incorrecta vale 0 puntos, y cada pregunta que se deje sin
contestar vale 1 punto.

En la segunda parte hay 4 preguntas de respuesta numérica (el resultado es un ndmero real: 0, —5, w, —3.73, i, v 27018,

etc.). Cada respuesta correcta vale 10 puntos, y las respuestas incorrectas o dejadas en blanco valen 0 puntos.

Al finalizar la prueba y antes de entregar esta hoja, copia en la tabla (sin tachar ni borrar) las opciones elegidas para las
preguntas 1 a 12 (A, B, C, D, E o dejar en blanco), y la solucién numérica en las preguntas 13 a 16.

No esta permitido el uso de teléfonos méviles, calculadoras ni cualquier otro tipo de dispositivo electrénico.

Nombre y apellidos: ... e
Colegio/INStILUbO: ..o u ettt et e e Curso: . o.ovoviiii.

Respuestas:
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Primera parte

1.

;,Cuantos son los nimeros de 6 cifras, formados por las cifras 1, 2, 3, 4, 5, 6, y divisibles por 1, 2, 3, 4, 5 y 67
(A) Ninguno (B)1 (C)18 (D) 120 (E) 360

En el pais olimpico circulan tres tipos de monedas: las aritméticas, las combinatorias y las geométricas. Dos monedas
aritméticas valen lo mismo que tres combinatorias, y dos monedas combinatorias se cambian por una aritmética més tres
geométricas. ;Cuantas monedas geométricas equivalen a una aritmética?

(A)6 (B)9 (C)10 (D)12 (E) No hay datos suficientes para determinarlo.

El pequetio Juangauss lee en su libro de latin “XV=15"; y se pregunta: “;Cuédntos son los pares ordenados distintos (X, V)
de ndmeros enteros (eventualmente negativos), cuyo producto es igual a 15?” Nota: (2,-1) y (-1,2) son, por ejemplo, dos
pares ordenados distintos de numeros enteros. ;Cudl es la respuesta a la pregunta de Juangauss?

Felipe escribe algunos nimeros en su cuaderno. Inicialmente escribe 2; luego, para escribir un nuevo nimero parte del
ultimo ntimero escrito y le aplica las siguientes operaciones, en este orden: divide entre 2, suma 2, multiplica por 2, resta
2. ;Cuédntos numeros habra escrito Felipe después de apuntar el primer nimero de cuatro cifras?

(A) 1000 (B)998 (C)500 (D) 10 (E) Ninguna de las anteriores

Un ndmero se denomina palindromo (o bien capiciia) si la secuencia de sus cifras no cambia si se lee de izquierda a derecha
o de derecha a izquierda; por ejemplo, 36563 es capictia. ;Cudntos son los nimeros palindromos de 5 cifras tales que la
suma de sus cifras es par?

(A) 450 (B) 550 (C) 700 (D) 900 (E) 1000

En un paralelogramo las longitudes de los lados son a, 2a, a, 2a, y uno de los angulos interiores mide 60°. Sabiendo que el
area es 1, jcuanto mide la diagonal menor?

A2 B2 (1 D23 (B) V3

Ana escribe una sucesién de 10 niimeros de manera que cada término a partir del tercero sea igual a la suma de los dos
términos precedentes. Sabiendo que el primer término es 34 y el dltimo 0, ;cuanto vale la suma de todos los términos de
la sucesién?

(A)-34 (B)0 (C)22 (D)68 (E)S88



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Sabiendo que a, b son niimeros reales positivos tales que a?(a — 3b) = b?(b — 3a), ;cudntos valores distintos puede alcanzar
el cociente 77

(A)O (B)1 (C)3 (D)5 (E) infinitos

En un juego numérico, siempre que hay escrito un nimero en la pizarra, se sustituye por su cuadrado aumentado en 5.
Si Marta escribe en la pizarra un nimero entero par y juega doce veces a este juego, ;cudl podria ser la ultima cifra del
ndmero resultante?

(A)Oo4 (B)0,406 (C)0o6 (D)406 (E)O0,2,4,6us.
En un sucesién de 2017 nimeros, el primero es 1, el segundo 0, y cada uno de los siguientes términos es igual a la diferencia
de los dos términos precedentes, en este orden: el tercero es el segundo menos el primero, el cuarto es el tercero menos el
segundo, y asi sucesivamente. ;Cudnto vale el dltimo término de la secuencia?

(A) 2017 (B)-1 (C)0 (D)1 (E)2017

En el paralelogramo ABC D de la figura, el segmento BD es perpendicular a AB, y E, F' son los puntos medios de AB,CD,
respectivamente. Calcular el area del cuadrildtero GEHF, sabiendo que AB =5y BD = 2.

En cada casilla de un tablero de ajedrez 8 x 8 esta escrito un nimero entero. Las filas y las columnas estan numeradas de
1 a 8, y la casilla correspondiente a la fila 1 y columna 1 es negra. La suma de los nimeros escritos en las casillas blancas
es 28, mientras que la suma de los niimeros escritos en las columnas impares es 47. Si se cambia el signo a todos los
nimeros que se encuentran en las casillas blancas, jcudnto valdra ahora la suma de todos los nimeros que se encuentran
en las filas impares?

(A)-14 (B)19 (C)33 (D) 75 (E) Los datos no son suficientes para determinarlo.

Segunda Parte

Un tablero de ajedrez 8 x 8 tiene sus casillas numeradas del 1 al 64, en la primera fila 1, 2, ..., 8, en la segunda fila 9,
10, ..., 16, y asi sucesivamente. Cada casilla con un nimero miiltiplo de 3 se pinta de azul. Determinar el mayor nimero
posible de torres que pueden colocarse sobre las casillas azules, de manera que ninguna fila o columna contenga mas de
una torre (es decir, ninguna torre amenaza capturar a otra).

Carla estd situada en un jardin rectangular. Las distancias (en metros) hacia los vértices son, en algin orden, 6, 7, 9 y d,
siendo d una cantidad entera. Hallar d.

Hallar el producto de todas las soluciones de la ecuacién

X10g2017 X
- V2017

Nota: logyp;7 X es un numero a tal que 2017% = X.

Para cada entero positivo n, se define
gn =med (274 n*,27+ (n+ 1)),

siendo mecd el méximo comun divisor. Determinar el menor valor de n para el cual g,, alcanza su valor maximo.



Respuestas correctas

1

21314156 |78 (9|10 11 |12 13 14 15 16

A

B\EC|AE|C|B|/C|D|D|B 7 2 2017 o4

Soluciones y origen de los problemas

1.

Fuente: I Giochi di Archimede (competicién olimpica italiana), Gara Biennio, afio 2011, problema propuesto por X.Y. Lu.
Un ntimero divisible por 1, 2, 3, 4, 5 y 6 es divisible por 10, su dltima cifra es necesariamente 0. No existe ningin ntmero
cumpliendo las condiciones del enunciado, la respuesta correcta es (A).

Fuente: adaptado de I Giochi di Archimede 2011, problema propuesto por F. Mugelli.

Planteamos las ecuaciones 24 = 3C' y 2C = A + 3G. Multiplicando la primera igualdad por 2 y la segunda por 3 se tiene
4A =6Cy 6C = 34+ 9G, de donde se deduce que 44 = 3A 4 9G, es decir, A = 9G, y la respuesta correcta es (B).

Fuente: I Giochi di Archimede 2011, problema propuesto por G. Paolini.

Noétese que 15 tiene 8 divisores distintos: {£1,+3,45,+15}. Si X es uno cualquiera de estos divisores, se tiene que V = %

es un numero entero verificando XV = 15, por lo tanto hay 8 pares ordenados cumpliendo las condiciones del enunciado:
(1,15),(3,5), (5,3), (15,1), (-1, -15), (-3, =5), (=5, =3), (=15, —1).

La respuesta correcta es (E).

Fuente: I Giochi di Archimede 2011, problema propuesto por L. Ghidelli.

Partiendo de un nimero z, el siguiente sera

T xT xT xT
x%§%§+2a2(§+2)H2(§+2)72—x+2,

es decir, para pasar de un numero al siguiente, Felipe simplemente suma 2. La sucesion 2,4,...,998,1000 tiene 500
términos, por lo que la respuesta correcta es (C).
Fuente: T Giochi di Archimede 2011, problema propuesto por M. Carbone.

Un palindromo genérico de 5 cifras puede escribirse como abcba, con a > 0, mientras b, ¢ pueden ser nulos. Ademds, la
suma de todos los digitos es 2a + 2b + ¢, lo que obliga a que ¢ sea par. En consecuencia, hay 9 posibilidades para a
(1,2,...,9), 10 posibilidades para b (0,1,...,9) y 5 para ¢ (0,2,4,6,8). La solucién es 9 x 10 x 5 = 450, opcién (A).

Fuente: T Giochi di Archimede 2011, problema propuesto por G. Paolini.

Si dividimos a la mitad cada uno de los lados grandes y unimos algunos puntos, vemos que el paralelogramo estd formado
por 4 triangulos equildteros congruentes entre si, algo asi:

Cada uno de estos tridngulos tiene area i. Por otra parte, la altura de un trigngulo equildtero de lado a es ¢¥3

2
es azi/g7 de donde se obtiene que a = 4%/5 Ademas, es facil ver que el tridngulo ABD es rectangulo en D, y el cateto BD

, y su area

mide el doble de la altura de uno de los equiléateros:

L\/gzﬁz\yg

BD =2
2 W3

La respuesta correcta es (E).



7. Fuente: I Giochi di Archimede 2011, problema propuesto por M. Carbone.

Si z es el segundo término, la secuencia completa de 10 ntimeros es
34,2,34+ 2,34 + 22,2 - 344+ 32,3 - 34 + 5,5 - 34 + 82,8 - 34 4+ 132,13 - 34 4 212,21 - 34 + 34z,

y la suma de todos los niimeros es 55 - 34 + 88x. El valor de x se obtiene igualando a 0 el décimo término, 21 -34 4 34x = 0,
es decir, x = —21, lo que da una suma total de 55 - 34 4+ 88(—21) = 22, opcién (C).
8. Fuente: I Giochi di Archimede 2011, problema propuesto por G. Paolini.

Manipulamos la igualdad del problema:
a*(a —3b) = b*(b—3a) = a® — 3a*b+3ab* —b* =0= (a—b)>=0=a—b=0.
Es decir, a = b, con lo que § toma un tnico valor, el 1, respuesta correcta (B).

9. Fuente: I Giochi di Archimede 2011, problema propuesto por D. Lombardo.
Si en la pizarra estd escrito el nimero x, tras dos juegos se tendra
=22 +5 > (22 +5)*+5=2*+ 1022 +30 |,
—_——
multiplo de 10
es decir, la tltima cifra serd la tltima cifra de z*. Como z acaba en 0,2, 4, 6,8, se comprueba que z* siempre acaba en 0
0 6. Hemos probado que después de dos juegos, la cifra final siempre es 0 o 6. Finalmente, dado que 12 es par, tras 12
juegos también se tendra que la dltima cifra es 0 o 6, respuesta correcta (C).
10. Fuente: I Giochi di Archimede 2011, problema propuesto por S. Di Trani.

Veamos los primeros términos de la sucesion:
ay =1,a2 =0,a3 = —-1,a4 = —1,a5 = 0,a6 = 1,a7 = 1,a5 = 0,. ..

Puesto que a7 = a1 y ag = a9, a partir de ahora la sucesién ira repitiendo valores de 6 en 6. Dado que 2017 da resto 1 al
dividir entre 6, se tendrd que agzp17 = a1 = 1, opcién (D).
11. Fuente: I Giochi di Archimede 2011, problema propuesto por D. Lombardo.

El segmento E'F es paralelo a los lados AD y BC. En consecuencia, los cuadrildteros ADFE y BCFE son paralelogramos,
y en ellos las diagonales se cortan en sus puntos medios. Es decir, G es el punto medio comin de AF' y DFE, mientras
que H es el punto medio de BF' y CE. Es sencillo ver que el area del triAngulo EF'G es la cuarta parte del area del
cuadrilitero ADFE, y el drea de EF'H es la cuarta parte de la de BCFFE, lo que implica que el drea de GEHF es la
mitad de ADEF, que es igual a la cuarta parte de ABC' D, cuya drea es AB- BD =5-2 = 10. La solucién es %7 opcién
(D).

12. Fuente: I Giochi di Archimede 2011, problema propuesto por G. Paolini.

Clasificamos las casillas del tablero en cuatro categorias, y denotaremos por a,b,c,d la suma de las casillas de cada
categoria:

a = suma de las casillas situadas en fila impar y columna impar, su color es negro.

b = suma de las casillas situadas en fila impar y columna par, su color es blanco.

c = suma de las casillas situadas en fila par y columna impar, su color es blanco.

d = suma de las casillas situadas en fila par y columna par, su color es negro.

Asi, el enunciado se traduce en las igualdades b+ ¢ = 28 y a + ¢ = 47. Por otra parte, el cambio de signo transforma b en

—by cen —c, por lo que la suma de las casillas en filas impares es a — b. Finalmente, se tiene que

a—b=(a+c)—(b+c)=47—28=19, respuesta correcta (B).

13. Fuente: Propuesto por A. Saez-Schwedt.

Consideramos solamente las casillas azules:

18 21 24
27 30
33 36 39
42 45 48
51 54
57 60 63




14.

15.

16.

Vemos primero que es posible colocar 7 torres sobre los multiplos de 9 (9, 18, ..., 63) que se encuentran alineados
diagonalmente, o sea que el maximo buscado es al menos 7.

Probaremos ahora que no es posible colocar més de 7 torres. Basta encontrar una combinaciéon de 7 lineas, entre horizontales
y verticales, que recubran todas las casillas azules. Dicha combinacién existe, elfjanse por ejemplo las filas 3 y 6 y las
columnas 1, 3, 4, 6 y 7 (las que estdn sombreadas). Dado que estas 7 lineas no pueden contener més de 7 torres, esto
completa la demostracién de que el maximo pedido es 7.

Fuente: Olimpiada Matematica de Malasia 2011, Junior Al.

Si las distancias de Carla hacia los bordes del rectangulo son z,y, z,w, entonces las diagonales a, b, ¢, d pueden calcularse
mediante el teorema de Pitagoras, y verifican:

=222 =2 4222 = 2 w? d? = w? + 4,
en particular a® + ¢ = b? + d?. Es decir, d?> = a® — b + ¢%. Debemos encontrar alguna asignacién de los valores {6, 7,9}
a las variables a, b, ¢ tal que a® — b? + ¢ sea un cuadrado perfecto.

Entre las posibles formas de sumar dos de los elementos {62, 72,92} y restar el tercero, el tinico cuadrado perfecto que se
forma es 62 + 72 — 92 = 4 = 22, lo que implica que d = 2.

Fuente: adaptado de la Olimpiada Matemética de Malasia 2011, Junior A6.

Sea a tal que 2017 = X. Planteamos la ecuacién X = \/)2% y escribimos todo en potencias de 2017: X = 2017¢,

X7 = (2017%)® = 2017, y v/2017 = 2017%. La ecuacién se transforma en

2017
90179 — 22 71 — 20177~ 3,

2

lo que permite igualar los exponentes a = a? — 1. Si esta ecuacién de segundo grado tiene soluciones aq, as, entonces las
2 ) )

soluciones de la ecuacién del enunciado son X; = 2017 y X, = 201792, y su producto es 2017%1+22 que vale 2017, ya
que la suma de las rafces de la ecuacién a® —a — 3 = 0 es 1 (recordar las relaciones de Cardano-Vieta).

Fuente: Olimpiada Matemética de Tailandia 2000.

Se utilizard repetidamente la propiedad siguiente: si A y B son multiplos de g, también los es cualquier suma o resta de
multiplos de A y multiplos de B. De esta manera “se baja el grado de n”. Por ejemplo, como g, divide a n? 4 27 y
(n+1)?+ 27, divide a su diferencia, que es 2n + 1. Y puesto que g,, divide a los ntimeros n? + 27 y 2n + 1, también divide
al ntimero 2(n? 4 27) — n(2n + 1), que resulta ser 54 — n. Y dado que 2n + 1 y 54 — n son multiplos de g,,, también lo
es (2n+ 1) 4+ 2(54 — n), que es 109. Todo lo anterior prueba que g, es un divisor de 109, por lo que el valor méaximo que
puede alcanzar es 109.

Buscamos ahora el menor valor de n para el cual g, sea igual a 109. Como 2n + 1 y 54 — n deben ser multiplos de 109,
esto no ocurre para ningtin valor de n < 54. Probamos con n = 54. Se tiene que 27 4+ n? = 27 + 542 = 27109, y
27 + (n +1)? = 27 + 552 = 28 - 109, y el mcd de ambos es 109. La respuesta es n = 54.



