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Presentacidn

Continuamos este ano la publicacién de este pequeno folleto que recoge los pro-
blemas propuestos en las principales actividades relacionadas con la Olimpiada
Matematica Espanola: desde los utilizados en las fases local y nacional de su
edicién nimero 47, hasta los de todas las olimpiadas y concursos internacionales
en las que los equipos espanoles de matematicas, alli seleccionados, participaron
en el ano 2010. Con ello pretendemos poner al alcance tanto de profesores como
de estudiantes el valioso material de trabajo que suponen los buenos problemas.
Esperamos y deseamos que pueda ser utilizado en diferentes actividades de for-
macién, imprescindibles para poder enfrentarse con éxito a cualquier competicién
matematica; actividades que dificilmente pueden llegar a buen puerto sin la desin-
teresada y nunca reconocida labor de los profesores de secundaria.

En las péginas que siguen encontraréis sin duda problemas interesantes, atractivos
y formativos. Un buen problema puede abordarse desde distintos enfoques, que os
invitamos a explorar. Pero un buen problema es sobre todo un reto. Os animamos
a aceptarlo, confiando en que disfrutaréis con ello.

La Olimpiada Internacional de Matematicas (IMO), ha servido de modelo para el
resto de competiciones, destinadas a estudiantes de secundaria, que cada ano se
realizan a lo largo y ancho de los cinco continentes. A diferencia de otras olimpiadas
cientificas no tiene establecido ningtin temario, aunque por tradicién los problemas
que en ella se proponen, siempre abordables con técnicas elementales, se agrupan
alrededor de cuatro grandes bloques: dlgebra, geometria, teoria de nimeros y com-
binatoria. En la web hay excelentes paginas en inglés con abundantes recursos:
sirvan como ejemplo las de Art of Problem solving (www.artofproblemsolving.com)
y la de Mathlinks (www.mathlinks.ro). Es de destacar asimismo The IMO Com-
pedium (www.imomath.com/), que recoge los problemas de las llamadas ”listas
cortas”, entre los que cada ano se eligen los seis que constituyen finalmente la
prueba de la Olimpiada Internacional. No son muchas las paginas en espatiol sobre
el tema, aunque en la de la Olimpiada Matematica Argentina (www.oma.org.ar)
puede encontrarse también variado material.

Deseamos agradecer de todo corazon el trabajo altruista de cuantos hacen posi-
ble, ano tras ano, la Olimpiada Matematica Espanola. Estamos especialmente
agradecidos a los estudiantes, que cada ano participan en ella con ilusién, y a
sus profesores, que los alientan y ayudan. La RSME, a través de su Comision
de Olimpiadas, espera ser capaz de ofrecerles el apoyo y soporte matematico que
necesiten.

Maria Gaspar Alonso-Vega
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Introduccioén

Como cada ano desde 1964, la Real Sociedad Matematica Espanola
organizo la 47 Olimpiada Matematica Espanola (OME). Lo hizo a través
de los Delegados de Distrito o Comunidad, y bajo la coordinacion de la
Comision de Olimpiadas de la RSME con la colaboracion del Ministerio
de Educacion y Ciencia. La OME se desarrolla en dos fases: la primera o
Fase Local, se celebr6 a primeros de ano y en ella se escogieron los
estudiantes que representaron a cada distrito en la Segunda Fase. Este
ano la segunda fase, que es de ambito nacional, se celebro a finales de
marzo en Pamplona y en ella se seleccionaron los miembros del equipo
espanol que han representado a nuestro pais en la Olimpiada
Internacional (IMO), celebrada en Amsterdam (Paises Bajos) en julio
pasado, y la Olimpiada Iberoamericana de Matematicas celebrada en
San José (Costa Rica) en septiembre.

Como hacen otros paises de nuestro entorno es fundamental que
nuestros estudiantes se preparen lo mejor posible, dentro de nuestras
posibilidades, para competir en estos concursos.

Cada ano, el equipo espanol que acude a la IMO es invitado a participar
en Olimpiadas internacionales de ambito regional previas a la IMO.
Procuramos asistir a algunas de ellas como parte de la preparacion del
equipo espanol. En junio fuimos invitados a Bucarest (Rumania) para
participar en la quinta edicion del International Mathematical
Archimede Contest (IMAC-2011) juntamente con la Republica de
Moldavia, Bulgaria, Serbia y Rumania. Este concurso fue el inicio de la
preparacion que realizaron los estudiantes del equipo espanol en
Barcelona antes de partir para la IMO. En este folleto se recogen los
enunciados de los Problemas que se propusieron en los concursos
mencionados anteriormente, los enunciados y soluciones de las Fases
Local y Nacional de la OME 47 y los de las Olimpiadas Mediterranea y
IMAC-2011. También se han incluido los enunciados de la IMO y de la
Iberoamericana.

José Luis Diaz Barrero






XLVII OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA (PRIMERA FASE)

Enunciados

1. Los arios recientes se han podido expresar como sumas, restas y multipli-
caciones de numeros con un mismo y unico digito; por ejemplo:

2009 = TXTXTXT—TXTXT—TXT, 2010 =66 X6 X6—66X6+6%xX6—6

.Se puede hacer lo mismo con el 2011, sin repetir jamds sumandos iguales?
Por ejemplo, no es admisible2011 =1+1+1+....

2. Dos semirrectas tienen su comun origen en el punto O. Se considera una
circunferencia C, tangente a ambas semirrectas, cuyo centro esta situado a
distancia d; de O, y cuyo radio es r1. Se construyen sucesivamente las circun-
JSerencias C,,, de modo que C,, es tangente a las semirrectas, tangente exterior
a C,_1 y tal que la distancia de su centro a O, d,, es menor que d,_1, para
n > 1. Halla la suma de las dreas de los circulos limitados por las circunferen-
cias C,,, para todo n, en funciéon de r1 y dy.

3. Saber cudl es la tiltima cifra de 20092°1! es muy facil, pero ;cudantos ceros
preceden a esa ultima cifra?

4. Calcula todos los niumeros enteros a, b y c tales que a? = 2 b2 + 3 c2.

5. Dos esferas de radio r son tangentes exteriores. Otras tres esferas de radio
R son tangentes exteriores entre si, dos a dos. Cada una de estas tres esferas
es, ademads, tangente exterior a las dos primeras. Encuentra la relacién entre
Ryr.

6. Denotamos porN = {1,2,3,...} el conjunto de niimeros naturales excluido
el cero y por N* = {0,1,2,3,...} el conjunto de nttimeros naturales incluido
el cero. Encuentra todas las funciones f : N — N* que sean crecientes, es
decir f(n) > f(m) sin > m, y tales que f(nm) = f(n) 4+ f(m), para todo
n,m € N.



XLVII OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA (PRIMERA FASE)

Soluciones

1. Los arios recientes se han podido expresar como sumas, restas y multipli-
caciones de niimeros con un mismo y tnico digito; por ejemplo:

2009 = TXTXTXT—TXTXT—TXT7, 2010 =66 X6 X6—66X6+6X6—6

.Se puede hacer lo mismo con el 2011, sin repetir jamds sumandos iguales?
Por ejemplo, no es admisible2011 =1+1+1+....

Solucién. Si 2011 fuera expresable como sumas, restas y multiplicaciones de
nuameros con el mismo digito a, como cada uno de estos numeros es divisible
por a, se tiene que a es divisor de 2011. Ahora bien, 2011 es un ntmero
primo, por tanto a = 1.

Es sencillo observar que

1000 = 1111 — 111
2= 111-11x11+11+4+1

Multiplicando estas dos igualdades se tiene:

2000 =
1111 x 111 — 1111 x 11 x 11 41111 x 11 + 1111 — 111 X 111+
+111 x 11 x 11 — 111 x 11 — 111

Compruébese que todos los sumandos son distintos entre si y distintos a 11.
Por tanto, sumando 11 al niamero anterior se tiene una solucion.
Existen infinidad de maneras distintas:

2011 =1111 x1111 —111 x 11111 —111 x 111 +111 x 11 x 11 —111411+41

o bien
2011 =1111 X 1111 — 111 X 11111 + 1111 — 111 4+ 11

2. Dos semirrectas tienen su comiin origen en el punto O. Se considera una
circunferencia C, tangente a ambas semirrectas, cuyo centro esta situado a
distancia d; de O, y cuyo radio es ry. Se construyen sucesivamente las circun-
ferencias C,,, de modo que C,, es tangente a las semirrectas, tangente exterior
a C,_1 y tal que la distancia de su centro a O, d,,, es menor que d,_1, para
n > 1. Halla la suma de las dreas de los circulos limitados por las circunferen-
cias C,,, para todo n, en funciéon de r1 y dy.

Solucidén. Es claro de la figura que, por el Teorema de Thales, :Tn = 2—1 para
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todo n. Llamaremos a este valor a. Ademas, se tiene que:

T d d T +r T
n — n — n+1 + n+1 n —14+a+ n
Tnt1  dpg1 dni1 dni1
Tn T r
l4+a+—— "2 —14a+ " a.
Tn+1 dnt1 Tn+41
. . Tn 1+ a .
Despejando se tiene =1 , que es constante, luego los radios de las
Tn+1 —

circunferencias forman una progresion geométrica de razon

l1—-a 1—r1/dy di — 7
r = e = .
1+a 1+4+7r/dy di + 7

La suma de areas buscada es

oo 2 2
r 7w r1(d r
S:TI'E ri:ﬂ'—di_rlzz——l(l—i_ 1).
n=1 1 - (a5, 4 di

3. Saber cudl es la ultima cifra de 20092011 es mu dacil, pero ;cuantos ceros
Yy b 4
preceden a esa ultima chra?

Solucion. Sin > 1,
2009™ = (2000 + 9)™ = 9™ 4 2000k

Por tanto las 3 ultimas cifras de 2009™ coinciden con las de 9™. Por el desar-
rollo del binomio de Newton:

92011 _ (10 — 1)2011 — (_1)2011 + (20111)(_1)2010 .10+
+(*% 1) (=1)2999.10% + K - 10° = —1 + 20110 — 2011 - 1005 - 100 + K - 103
= —202085391 + K - 10% = 609 + K’ - 10°

Luego la respuesta es que 9 es la ultima cifra y le precede un tnico cero.

4. Calcula todos los niumeros enteros a, b y c tales que a? = 2 b2 + 3 ¢2.

Solucion. Sea (a, b, c) una solucion distinta de (0,0,0), con |a| + |b] + ||
minimo. Tomando la igualdad médulo 3, tenemos a? = 2b% moédulo 3. Como
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a? y b? solo pueden ser congruentes con 1 o 0, se deduce que a y b son
multiplos de 3. Por tanto, 3¢? es multiplo de 9, asi que ¢ también es multiplo
de 3. Pero entonces, (a/3,b/3,c/3) seria otra solucion con |a/3| + |b/3| +
lc/3| < |a| + |b] + |c|. lo que contradice la hipé6tesis supuesta.

5. Dos esferas de radio r son tangentes exteriores. Otras tres esferas de radio
R son tangentes exteriores entre si, dos a dos. Cada una de estas tres esferas
es, ademads, tangente exterior a las dos primeras. Encuentra la relacién entre
Ryr.

Solucion. Los centros de las tres esferas de radio R, O, Oz y Os, son los

vértices de un triangulo equilatero de lado 2R. El punto de tangencia, T, de
las dos esferas de radio r es el centro de ese triangulo y, por tanto, dista de los
vértices dos tercios de la altura. La altura del triangulo es h = % = R\V3y
dos tercios de h es 271;. Si llamamos @1, Q2 a los centros de las circunferencias

2R

de radio r, el triangulo O;TQ; es rectangulo en T y sus lados son: VR

R + r. Aplicando el teorema de Pitagoras, se tiene:

(32)2 +r?=(R+r)?

y simplificando resulta: R = 6r.

6. Denotamos porN = {1,2,3,...} el conjunto de niimeros naturales excluido
el cero y por N* = {0,1,2,3,...} el conjunto de ntimeros naturales incluido
el cero. Encuentra todas las funciones f : N — N* que sean crecientes, es
decir f(n) > f(m) sin > m, y tales que f(nm) = f(n) 4+ f(m), para todo
n,m € N.

Solucion.

e La funcion nula: f(n) = 0, para todo n € N verifica evidentemente lo
anterior.



e Sea f una funcién no nula verificando las condiciones del enunciado.
Entonces

1. f no es constante, ni esta acotada. En efecto, si f(a) # 0 entonces
f(a™) = nf(a) > f(a) para cada n.
2. f no es estrictamente creciente:
- Si f(2) = f(3) ya esta.
- Si f(2) = a < b = f(3), entonces 2° # 32, pero f(2°) = ab =
f(3%).
De los dos puntos anteriores se deduce que es posible encontrar un
numero natural m tal que k = f(m) = f(m + 1) < f(m + 2). Entonces

Fl(m +1)?] = 2k < fm(m + 2)]

Sin embargo m(m + 2) < (m + 1)2, contradiciendo el caracter creciente
de f.

En consecuencia la tinica funcion que verifica las condiciones del enunciado
es la funcion nula.



XLVII OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA (PRIMERA FASE)

Enunciados

1. Se considera el polinomio de segundo grado p(x) = ax? + bx + ¢, (a # 0),
cuyas raices x1 Yy x2 se suponen distintas. Justifica que para que p(wi’) =
p(x3) es suficiente que a?+3ac—b? = 0. Es también necesaria esta condicion?

2. Denotemos N* = {0,1,2,3,...}. Encuentra todas las funciones crecientes
f: N — N* con las siguientes propiedades:

) f(2) =2,
ii) f(nm) = f(n) + f(m) paratodo parn,m € N.

3. Un cuadrado C se recubre completamente con un numero entero de cuadra-
dos de lado unidad, sin solapamientos. Si uno coloca dentro de C' y sin so-
lapamientos tantos cuadrados como sea posible de area 2, con los lados par-
alelos a los lados de C, se puede cubrir las ocho novenas partes del drea del
cuadrado. Determina todas las posibles dimensiones de tales cuadrados.

4. Consideremos un alfabeto de n letras, con el que formaremos palabras.
Diremos que una palabra contiene un palindromo si un trozo de esa palabra,
de mas de una letra, se lee igual al derecho que al revés. Por ejemplo, la
palabra OLIMPIADAS contiene el palindromo ADA. Siendo k un entero mayor
que 2, determina cudantas palabras de longitud k se pueden formar, con nuestro
alfabeto de n letras, que no contengan ningtin palindromo de longitud impar.

5. Se ordenan los niimeros naturales en_forma de tabla triangular, es decir:

1
2 3 4
5 6 7 8 9
10 11 12 13 14 15 16

Diremos que la posicién de un niimero N en la tabla viene dada por dos “coor-
denadas”: el primer niumero de su fila y el primer niuimero de su columna. Por
ejemplo, si N = 15, su posicién es (10,9). Cuando un niimero N, en la posicién
(n, m), verifica que N = n 4+ m diremos que N esta bien colocado en la tabla;
asi 12 y 14 estan bien colocados en la tabla y 15 no lo esta. jEsta 22°!! bien
colocado?

6. En un triangulo llamaremos O al circuncentro, I al incentro y r al radio de la
circunferencia inscrita. Sila mediatriz del segmento O1I corta a la circunferencia
circunscrita en L, y LI vuelve a cortarla en M, demuestra que IM = 2r.
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XLVII OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA (PRIMERA FASE)

Soluciones

1. Se considera el polinomio de sequndo grado p(xz) = ax? + bz + ¢, (a # 0),
cuyas raices x1 Yy x2 se suponen distintas. Justifica que para que p(z3) =
p(x3) es suficiente que a?+3ac—b? = 0. ¢Es también necesaria esta condicion?

Solucion.
p(x3) — p(a3) = a(af — af) + bz} — 23) = (2] — 25)[a(a] + z3) + b]

b\3 c b b®  3bc
o} + 23 = (z1 + 22)° — Bz122(T1 + T2) = <—a> —3- <—> =—-——+—F

a a

Por tanto
b3  3bc b
p(z}) —p(a3) = (2} —x3) {“ (‘(13 sl > * ”] = 5 (@ —25)(-b"+3ac+a?)

Para que esta diferencia se anule, es suficiente que —b2 4+ 3ac+ a? = 0.

La condicion no es necesaria. El producto se anula al anularse cualquier
factor; el primer paréntesis no se anula, pero b puede anularse. De modo que
otra condicion suficiente para que p(x?) = p(x3) es que b = 0.

2. Denotemos N* = {0,1,2,3,...}. Encuentra todas las funciones crecientes
f: N — N* con las siguientes propiedades:

) f(2) =2,
ii) f(nm) = f(n) + f(m) paratodo parn,m € N.

Solucion. De las propiedades se deduce:
1. Haciendo m = 1, sigue de ii) f(1) = 0.
2. Por induccio6n finita sobre ii) sigue que f(n*) = kf(n), Vn,k € N.

Veamos si puede construirse una funcion creciente con estas propiedades. Ya
que f(4) = f(2%) = 2 f(2) = 4, resulta que los unicos posibles valores de
f(3) si f es creciente, son f(3) =2, f(3) =3, f(3) =4.

1. Si £(3) = 2, nos encontramos con que 23 < 32, pero f(23) = 6 >
f(3%) =4

2. Si £(3) = 3, nos encontramos con que 2! < 37, pero f(2!!) = 22 >
F(37) = 21.

3. Si f(3) = 4, nos encontramos con que 33 < 2% pero f(3%) = 12 >
f(2%) = 10.



Asi pues, no hay ninguna funcién creciente con estas propiedades.

3. Un cuadrado C se recubre completamente con un numero entero de cuadra-
dos de lado unidad, sin solapamientos. Si uno coloca dentro de C' y sin so-
lapamientos tantos cuadrados como sea posible de drea 2, con los lados par-
alelos a los lados de C, se puede cubrir las ocho novenas partes del area del
cuadrado. Determina todas las posibles dimensiones de tales cuadrados.

Solucion. Sea I el lado del cuadrado y n el numero maximo de cuadrados
de area 2 que caben en cada lado del cuadrado. ! y m son enteros. Las
condiciones del problema son que

2n? = glz
12 <2(n+1)2

Poniendo n = 2n’ y I = 3’ (que tienen que ser enteros, por la primera
ecuacion anterior), resulta sustituyendo que

n =0
{ n? —8n'—-2<0
de modo que 1 < n’ < 8. Las posibles soluciones son, pues,

=l'=1 n=2 1=3
=0'=2 n=14 l=6¢6
=l'=4 n=8 [=12
=0I'=5 n=10 =15
=!'=6 n=12 1 =18
=l'=7 n=14 =21
=l'=8 n=16 =24

|

4. cConsideremos un alfabeto de n letras, con el que formaremos palabras.
Diremos que una palabra contiene un palindromo si un trozo de esa palabra,
de mas de una letra, se lee igual al derecho que al revés. Por ejemplo, la
palabra OLIMPIADAS contiene el palindromo ADA. Siendo k un entero mayor
que 2, determina cudntas palabras de longitud k se pueden formar, con nuestro
alfabeto de n letras, que no contengan ningtin palindromo de longitud impar.

Soluciéon. Observemos que una palabra contiene un palindromo de longitud
impar siy solo si contiene un palindromo de longitud 3. Por tanto, s6lo hay
que contar las palabras que no contengan un palindromo de longitud 3.
Podemos enumerar todas las palabras pedidas, de la siguiente manera: para
la primera letra tenemos n posibilidades. Para la segunda letra también ten-
emos n posibilidades. La tercera letra puede ser cualquiera menos la letra
que esta en la posicion 1. Por tanto, para la tercera letra tenemos n — 1
posibilidades. La cuarta letra puede ser cualquiera menos la que esta en la
posicion 2, por lo que tamibén tenemos n — 1 posibilidades. Asi llegaremos
hasta la k-ésima letra, que puede ser cualquiera menos la que esta en la
posicion k — 2, y por tanto también hay n — 1 posibilidades. Por tanto, en
total hay n?(n — 1)'“_2 palabras que no contienen un palindromo de longitud
impar.



5. Se ordenan los niimeros naturales en forma de tabla triangular, es decir:

1
2 3 4
5 6 7 8 9
10 11 12 13 14 15 16

Diremos que la posicién de un niimero N en la tabla viene dada por dos “coor-
denadas”: el primer numero de su fila y el primer niimero de su columna. Por
ejemplo, si N = 15, su posicién es (10,9). Cuando un niimero N, en la posicién
(n, m), verifica que N = n 4+ m diremos que N esta bien colocado en la tabla;
asi 12 y 14 estan bien colocados en la tabla y 15 no lo esta. jEsta 22°'! bien
colocado?

Solucion. En cada fila hay dos numeros mas que en la anterior: en la primera
fila hay 1 namero, en la segunda fila hay 3, en la tercera fila hay 5,asi suce-
sivamente, en la n-ésima fila hay 2n — 1 elementos. Por tanto, el ultimo
elemento de la fila n-ésimaes: 1+3+ 5+ ... 4+ (2n — 1) = n?, por la suma
de los elementos de una progresion aritmética. El primer elemento de la fila
(n + 1)-ésima es n? + 1y el ultimo (n + 1)2.

Supongamos que N esta bien colocado.

e Si N esté en la mitad derecha de la tabla triangular, incluida la “altura”,
su posicion es (m? + 1,n?), luego N = n? + m? + 1. Tomando restos
modulo 4, como n? = 0,1 (mod 4), m? = 0,1 (mod 4), se tiene que N =
1,2, 3 (mod 4). Como 2211 = 0 (mod 4), se llega a una contradiccion.

e Si N esta en la mitad izquierda de la tabla, excluida la “altura”, su
posicion es (m? + 1,n% + 1), luego N = n? + m? + 2. Razonando
como antes, solo en los casos de m y n impares puede conseguirse que
m2=1,n2=1yasi N=0. Enesecasom =2p+1, n = 2q + 1, luego

N=2p+1)2+(2¢+1)2+2=4p*+p+d*+q+1)
Si N = 22011 ge tiene 22999 = p2 4+ p+ g2+ g+ 1. Comop? +pyq® +gq

son siempre numeros pares, encontramos una contradiccion.

6. Enun triangulo llamaremos O al circuncentro, I al incentro y r al radio de la
circunferencia inscrita. Sila mediatriz del segmento O1I corta a la circunferencia
circunscrita en L, y LI vuelve a cortarla en M, demuestra que IM = 2r.

Solucién. Por el Teorema de Euler, (OI)? = R?—2rR. Sean Ty Q los puntos
de corte de la recta OI con la circunferencia circunscrita. Entonces tenemos

IL-IM =1IT - 1Q.

Por simetria, IL = OL = R. Por otra parte, IT = OI +OT = OI + R,y
también tenemos IQ = OQ — OI = R — OI. Por tanto, sustituyendo en la
ecuacion anterior, se obtiene:

R-IM = (R+ OI)(R — OI) = R?> — (OI)? = 2rR,



de donde IM = 2r.

Otra solucion del Problema 6. Llamemos «a, 8y ~ los angulos del triangulo
ABC.

Sea V el otro punto de corte de la recta AI con la circunferencia circunscrita.
Considerando las cuerdas AV y LM, que se cortan en I, se tiene AI - IV =
LI-IM. Como LI = LO = R por simetria, esto significa que AI-IV = IM-R.
Por tanto, probar que IM = 2r es equivalente a probar que AI - IV = 2rR.
Tracemos el triangulo AIX, rectangulo en X, donde el angulo en A es /2.
Sea ahora W el punto diametralmente opuesto a V' en la circunferencia cir-
cunscrita. Observemos que el triangulo WV C' es rectangulo (al ser WV un
diametro de la circunferencia circunscrita, que contiene a C). Ademas al
ser angulos inscritos que determinan la misma cuerda, se tiene ZCWV =
LCAV = a/2.

Por tanto, los triangulos rectangulos AIX y WV C son semejantes. Esto
implica que WV/VC = AI/IX, esto es 2R/VC = AI/r, de donde 2rR =
AI-VC. Por tanto, debemos probar que AI-IV = AI-VC. Es decir, debemos
probar que IV = VC.

Para ello consideremos el triangulo CVI. Su angulo en C es igual a v/2 +
LVCB =~/2+4+ 4ZVAB = ~v/2 + a/2. Por otra parte, su angulo en I es igual
a /CIV = 180° — ZCTA = 180° — (180° — /2 — v/2) = /2 + ~/2. Este
triangulo es pues isosceles, con lo que se tiene VC = VI, como queriamos
demostrar.



XLVII OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA (PRIMERA FASE)

Enunciados

1. Sean ny, ng dos nimeros naturales. Demuestra que la suma /ny + ¥/n2
es un numero entero o un niimero irracional.

2. Demuestra que en un triangulo se verifica: sir es una recta que pasa por
su baricentro y no pasa por ningun vértice, la suma de las distancias a dicha
recta de los vértices que quedan en un mismo semiplano es igual a la distancia
del tercer vértice a dicha recta.

3. En un hexagono regular de lado unidad se sitiian 19 puntos. Demuestra
g g
que hay al menos un par de ellos separados por una distancia no mayor que

V3/3.

4. Halla todas las ternas de numeros enteros positivos a < b < ¢ primitivas
(es decir, que no tengan ningun factor primo comun) tales que cada uno de ellos
divide a la suma de los otros dos.

8. Halla todas las ternas (z,y, z) de niumeros reales que son soluciones del
sistema de ecuaciones

3.2V —1=2%42°%,
3.27 —1=2Y427Y,
3.2¢ _1=27%427%

6. En una reunion entre cuatro paises de la ONU, digamos A, B, C y D, el pais
A tiene el doble de representantes que el B, el triple que el C, y el cuadruple
que el D. Se pretende distribuir a los representantes en mesas con el mismo
numero de personas en cada una. Sélo hay una condicién: en cada mesa,
cualquiera de los paises debe estar en inferioridad numérica respecto de los
otros tres juntos. ¢Cudntos representantes debe haber en cada mesa, como
minimo?
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XLVII OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA (PRIMERA FASE)

Soluciones

1. Sean ni, ng dos numeros naturales. Demuestra que la suma /n1 + 3/ns
es un numero entero o un niimero irracional.

Solucion. Si se pone x = \/n; + ¥/n3, se obtiene

T—+/n1 = Ing = ng = (ac—\/nl)?’ = (3:c2+n1)\/n1 =234 3nc—n, =
(3.7102—|—n1)2 ny = (w3—|—3n1x—n2)2 o) m6—3n1m4—2n2m3+3nfm2—6n1n2w—|—ng—n‘;’ =0
Esta ecuacion tiene s6lo soluciones enteras o irracionales por ser 1 el coefi-

ciente principal.

2. Demuestra que en un triangulo se verifica: sir es una recta que pasa por
su baricentro y no pasa por ningun vértice, la suma de las distancias a dicha
recta de los vértices que quedan en un mismo semiplano es igual a la distancia
del tercer vértice a dicha recta.

Solucion. El triangulo GM M’ es semejante a GAA’ con razon de semejanza
2 (pues AG = 2GM). Por tanto, AA’ = 2M M’. Por otro lado, MM’ es la

e
i

paralela media del trapecio BB’C’C, de donde MM’ = (BB’ + CC")/2.
En consecuencia: AA’ =2MM'’ = BB’ + CC".

3. En un hexdagono regular de lado unidad se situan 19 puntos. Demuestra
que hay al menos un par de ellos separados por una distancia no mayor que

V3/3.

Solucion. Dividamos el hexagono regular en 6 triangulos equilateros iguales.
Cada uno de ellos, si trazamos sus alturas, quedara dividido en 6 triangulos
rectangulos. Uniendo estos triangulos rectangulos, dos a dos, por sus hipotenusas,
habremos dividido el hexagono original en 18 regiones iguales.

Como tenemos 19 puntos, en alguna de estas regiones debe haber al menos 2
puntos. Para ver que estos dos puntos estan como mucho a distancia v/3/3,
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solo hay que probar que dicha region esta inscrita en una circunferencia de
diametro v/3/3.

Pero la circunferencia circunscrita a un triangulo rectangulo es la que tiene
como diametro la hipotenusa, por tanto, nuestra region esta inscrita en una
circunferencia de diametro d, donde d es la hipotenusa de cualquiera de los
dos triangulos rectangulos que la componen. Solo hay que demostrar que
d < +/3/3. Para ello basta observar que la altura del triangulo equilatero de
lado 1 es, por el teorema de Pitagoras, /1 — 1/4 = 1/3/2, y de aqui se tiene,
por como divide el baricentro a una mediana, V3 /2 = d + d/2. De donde

d=+/3/3.

4. Halla todas las ternas de numeros enteros positivos a < b < ¢ primitivas
(es decir, que no tengan ningun factor primo comun) tales que cada uno de ellos
divide a la suma de los otros dos.

Solucion. Supongamos que a = b. Como a y b no tienen factores en comun,
debe ser a = b = 1. Como c divide a a + b = 2, esto da lugar a las ternas
(1,1,1) y (1,1, 2).

Supongamos ahora que a < b. Como c divide a a + b < ¢ + ¢ = 2¢, debe ser
a+ b = c. Pero entonces, como b divide a a + ¢ = 2a + b, se sigue que b divide
a 2a, y como b no tiene factores comunes con a, b divide a 2. b no puede ser
1 ya que es mayor que a, luego la tinica terna posible en este caso es (1, 2, 3).

8. Halla todas las ternas (x,y, z) de niimeros reales que son soluciones del
sistema de ecuaciones

3.2V _1=2% 4277
3.2 —1=2V427Y,
3.2% — 1 =2% 422,

Soluciéon. Haciendo la sustitucion 2* = a,2¥ = b, y 2* = ¢, se observa que
a,b,c > 0y se obtiene
b=1zi(a+1+12),

i £
cz*(b+1+*),
a:%(c—|—1—|—%).

Aplicando la desigualdad entre las medias aritmética y geométrica, resulta

1 1 3 1
b=—-(a+1+-)>4/a-1-— =1,
3 a a
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y por tanto b > 1/b. Analogamente, a > 1, a > 1/a,yc > 1, ¢ > 1/c.
Teniendo en cuenta lo anterior, de la primera ecuacion resulta que

1 1 1
b=—-(a+1+-)< -(a+a+a)=a
3 a 3

y de las otras dos que ¢ < by a < c¢. Combinando las desigualdades anteri-
ores, se obtiene a < ¢ < b < a. Es decir,a =b =c.

Ahora tenemos

1 1
azg(a+1+—)c>2a2—a—1:(a—l)(2a—|—1)=0
a

que tiene por soluciéon ¢ = 1y a = —1/2. Como s6lo nos vale la solucion
positiva, tenemos que a = b = ¢ = 1 y por tanto, (z,y,z) = (0,0,0) es la
Unica terna solucion del sistema.

Otra solucion Problema 5. Haciendo la sustitucion 2 = a, 2¥ = b,y 2* = ¢,
se observa que a, b,c > 0, y se obtiene:

3b—1:a—|—%, a(3b—1) =a?+1, 3ab=a%?+a+1,
3c—1:b—|—§, & b(3c —1) =b%+1, & 3bc = b2 +b+1,
3a—1=c+ . c(8a —1) =c% +1. 3ca=c2+c+1.

Observemos que como a? —2a+1 = (a—1)2 > 0, se tiene a? + 1 > 2a, luego
la primera ecuacion implica 3ab > 3a, de donde b > 1. Analogamente, de las
otras dos ecuaciones se tienec > 1y a > 1.

Supongamos que a es el menor de los tres valores a, b, ¢ (los otros casos son
analogos). En particular, 0 < a < b. Entonces se tiene a®?+a+1 = 3ab > 3a?,
luego 2a? < a+1. La funcion 2x? s6lo puede ser menor o igual que la funcion
x +1six < 1. Por tanto a < 1, y asi se tiene a = 1.

La primera ecuacion queda entonces 3b = 3, luego b = 1. Y de la segunda
ecuacion se sigue que ¢ = 1. Por tanto, 2* = 2¥ = 2% = 1, y asi la inica terna
posible es (z,y, z) = (0,0,0).

6. En una reunion entre cuatro paises de la ONU, digamos A, B, C y D, el pais
A tiene el doble de representantes que el B, el triple que el C, y el cuadruple
que el D. Se pretende distribuir a los representantes en mesas con el mismo
numero de personas en cada una. Sélo hay una condicién: en cada mesa,
cualquiera de los paises debe estar en inferioridad numérica respecto de los
otros tres juntos. ¢Cudntos representantes debe haber en cada mesa, como
minimo?

Solucion. La respuesta es 25. Veamos la demostracion. Sean a, b, cy d el
numero de representantes de cada pais. Como a debe ser multiplo de 3 y de
4, también debe ser multiplo de 12. Por tanto, existe un numero k tal que
a = 12k, luego b = 6k, ¢ = 4k y d = 3k. El namero total de representantes
es entonces 25k.

Si llamamos M al namero de mesas, y P al namero de personas en cada
mesa, tenemos M P = 25k.

Sea a; el numero de representantes del pais A en la mesa numero ¢. La
condicion impuesta nos dice que a; < g, o bien 2a; < P. Como a; €s un
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numero entero, esto implica que 2a; < P — 1. Sumando todos los a;, se
obtiene:

24k = 2a =2a1 + -+ 2ap < M(P —1) =25k — M.

De aqui se deduce M < k. Por tanto, como M P = 25k, deducimos finalmente
que P > 25.

So6lo queda demostrar que, en efecto, se puede conseguir una configuracion
en la que haya 25 personas en cada mesa. Pero esto se consigue, por ejemplo,
con una sola mesa en la que haya 12 representantes del pais A, 6 del B, 4
del C'y 3 del D.
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XLVII OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA (SEGUNDA FASE)

Enunciados

1. En un poligono regular de 67 lados trazamos todos los segmentos que unen
dos vértices, incluidos los lados del poligono. Elegimos n de estos segmentos
y asignamos a cada uno de ellos un color entre 10 colores posibles. Halla el
valor minimo de n que garantiza, que independientemente de cudles sean los n
segmentos elegidos y de como se haga la asignaciéon de colores, siempre habrda
un vértice del poligono que pertenece a 7 segmentos del mismo color.

2. Sean a, b, c nimeros reales positivos. Demuestra que

a n b n c n ab—|—bc—|—ca>5
b+c c+a a+b a?+b24+¢c2 — 2

¢Cuando se alcanza la igualdad?

3. Sean A, B, C, D cuatro puntos en el espacio, tales que no hay ningtin plano
que pasa por los cuatro a la vez. Los segmentos AB, BC,CD, DA son tan-
gentes a una misma esfera. Demuestra que los cuatro puntos de tangencia
estan en un mismo plano.

4. Sea ABC un triangulo con /B = 2/C y ZA > 90°. Sean D el punto de
la recta AB tal que CD es perpendicular a AC, y M el punto medio de BC'.
Demuestra que ZAMB = Z/DMC.

5. cada numero racional se pinta de un color, usando sélo dos colores, blanco
y rojo. Se dice que una tal coloracién es sanferminera cuando para cada dos
numeros racionales x,y, con x # y, st se cumple una de las tres condiciones
siguientes:

a) xy =1,
b) x+y =0,
c x+y=1.

entonces x e y estan pintados de distinto color. ;Cudntas coloraciones sanfer-
mineras hay?

6. Sea (Sn), conn > 0, la sucesion definida por:

N S,=1para0 <n < 2011.

(i) Sn+42012 = Sn+2011 + Sn, paran > 0.

Prueba que, para todo entero no negativo a, se cumple que Ssg11a — Sa €S
multiplo de 201 1.
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XLVII OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA (SEGUNDA FASE)

Soluciones

1. En un poligono reqular de 67 lados trazamos todos los segmentos que unen
dos vértices, incluidos los lados del poligono. Elegimos n de estos segmentos
Yy asignamos a cada uno de ellos un color entre 10 colores posibles. Halla el
valor minimo de n que garantiza, que independientemente de cudles sean los n
segmentos elegidos y de como se haga la asignaciéon de colores, siempre habra
un vértice del poligono que pertenece a 7 segmentos del mismo color.

Solucion. Veamos en primer lugar que con n = 2010 no es suficiente. Di-
remos que un segmento es de tamano r si une dos vértices entre los que,
por el camino mas corto siguiendo los lados del poligono, hay otros » — 1
vértices. Elegimos los 2010 segmentos de tamario mayor que 3. Para cada
r € {1,2,...,10}, asignamos el color r a los segmentos de tamarno 3r + 1,
3r 4+ 2y 3r + 3. Es obvio que cada veértice pertenece a 6 segmentos de cada
color. Ahora vamos a probar que si n = 2011, hay algun vértice que esta en
7 segmentos del mismo color. En efecto, en los 2011 segmentos intervienen,
contando repeticiones, 4022 vértices, luego, por el principio del palomar, como
4022 > 60 - 67, algan vértice interviene en, al menos, 61 segmentos, de los
cuales, de nuevo por el principio del palomar, al menos, 7 seran del mismo
color.

2. Sean a, b, c niuimeros reales positivos. Demuestra que

a n b n c n ab + be + ca
b+c c+a a+b a? 4+ b2 4 c2

JCuando se alcanza la igualdad?

v

5
2

Solucion. Noétese en primer lugar que, en virtud de la desigualdad entre
medias aritmética y geométrica, se tiene

2
1a2—|—b2—|—02+ ab+bc—|—ca>33 a? 4+ b2 4 ¢2 ab+bc+ca\ 3
2ab+ be+ ca a?+b2+¢2 — 2\ ab+bc+ ca a? + b2 4 c2 2’

dandose la igualdad siy solo si a?+b2+c? = ab+bc+ca, o equivalentemente,
siy solo si (a —b)%2 + (b—¢)2 + (c —a)? = 0, es decir, siy solosia = b = c.
Nos bastaria entonces, para concluir el problema, con demostrar que

a b c 1 a2+ b2 + ¢
+ + 214+ - —
b+c¢c c+a a-+b 2 ab + be + ca
Esto puede conseguirse por fuerza bruta, viéndose en primer lugar que el
miembro de la derecha puede escribirse como

a® 4+ b3 + 2 + abe 1
(a+b)(b+c)(c+ a) ’
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y a partir de aqui comparando las fracciones restantes, llegandose a la con-
clusion tras algo de calculo. Sin embargo, se puede obtener el resultado
deseado de una forma mas elegante, ya que podemos escribir

a b c a? b2 c?

b—|—c+c—i—a+a—|—b:ab+ca+bc+ab+ca—|—bc

a 2 b 2 e 2
=(m> +<m) +<m> ’
2(ab+ bc+ ca) = (\/M)z + (\/bC-Fiab)2 + (\/M)za

y por la desigualdad del producto escalar, se tendria

Cc

V2(ab+ b+ ca) |2+ —0—
@ cTea b+c¢c c+a a+b

a b c
> \/ab 2 Jbetab+—— \Jeca+bc=a+b+c,
Z Jabrea VTt Segan VTt g Ve the = atbte
es decir,

a b c S (a+b+c)? _ a’® + b?% + 2

= 1
b—l—c+c—|—a+a—|—b_2(ab—|—bc—|—ca) 2(ab—|—bc—|—ca)+ ’

con lo que se concluye el problema. Notese que la igualdad se da en la altima
desigualdad si y solo si

Vab Vbe ¥ ab Vea ¥ b
vabtea s e = Cb—l_a‘/bc—ka — L‘Fc‘/w_,_bc,
a C

es decir, si y s0lo si a = b = ¢, que es por lo tanto también la condicion
necesaria y suficiente para que se dé la igualdad en la desigualdad propuesta.

3. Sean A, B, C, D cuatro puntos en el espacio, tales que no hay ningtn plano
que pasa por los cuatro a la vez. Los segmentos AB, BC,CD, DA son tan-
gentes a una misma esfera. Demuestra que los cuatro puntos de tangencia
estan en un mismo plano.

Solucion. Sean R, S, T, U los puntos de tangencia respectivos de la es-
fera con los segmentos AB, BC, CD, DA. Siendo O el centro de la esfera,
claramente OU, OR son respectivamente perpendiculares a DA, AB, con lo
que los triangulos OAU y O AR son rectangulos respectivamente en U, R, y
al ser OU = OR el radio de la esfera, ambos triangulos son iguales, luego
AU = AR = a, y de forma analoga,

BR=BS=b,CS=CT=c, yDT =DU =d

Las rectas UR y BD estan en el plano del triangulo ABD, asi o bien se
cortan o son paralelas. Si UR y BD son paralelas, del teorema de Thales
resulta b = d, y del reciproco de Thales resulta que también son paralelas
TSy DB. Entonces, UR y TS son paralelas y los cuatro puntos estan en un
plano.
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Si UR y BD no son paralelas, sea E su punto de interseccion. Tampoco
pueden entonces ser paralelas T'S y DB, porque si lo fueran, lo serian UR
y BD, en contra de lo supuesto. Sea entonces F' el punto de interseccion de
TS y DB. Aplicando el teorema de Menelao en ABD cortado por UR, y en
BCD cortado por T'S, obtenemos

_ BEDUAR BEd 1_BFDTCS_BFd BE _ BF
" EDUARB EDV’ " FDTCSB FDb ED FD’

Entonces, E y F dividen a DB en la misma razon. Como ninguno de los dos
puntos (E y F) puede estar entre D y B — pues BC'D tendria tres puntos de
interseccion con ST — entonces E y F' tienen que coincidir. Las rectas UR y
ST se cortan entonces en E = F, luego estan en un mismo plano y en €l, en
particular, estan los puntos U, R, Sy T.

4. Sea ABC un trigngulo con /B = 2/C y /A > 90°. Sean D el punto de
la recta AB tal que CD es perpendicular a AC, y M el punto medio de BC.
Demuestra que /AMB = /DMC.

Solucién. La recta que pasa por Ay es paralela a BC cortaa DM y a DC en
los puntos NN y F respectivamente. Se sigue que AN : BM = DN : DM =
NF : MC. Pues BM = MC, resulta AN = NF. Como LZACF = 90°,

D

M C

tenemos AN = NC, de manera que ZNCA = ZNAC = ZACB. Asl pues,
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ZNCB =2/ACB = ZABC. Como AN || BC, el cuadrilatero ABCN es un
trapecio isosceles con AB = NC. Por consiguiente, AABM = ANCM 'y
LAMB = /NMC = ZDMC.

5. cada numero racional se pinta de un color, usando sélo dos colores, blanco
y rgjo. Se dice que una tal coloracién es sanferminera cuando para cada dos
numeros racionales x,y, con x # y, si se cumple una de las tres condiciones
siguientes:

a ry =1,
b) x+y =0,
c x+y=1.

entonces x e y estan pintados de distinto color. ;Cudntas coloraciones sanfer-
mineras hay?

Solucidén. Si una coloraciéon es sanferminera, podemos hallar otra coloracién
sanferminera intercambiando simultaneamente el color de cada racional, de
rojo a blanco y de blanco a rojo; si en la coloracion inicial dos racionales
tienen distinto color, también lo tendran en la resultante. Hallemos entonces
el namero de coloraciones sanfermineras tales que, sin pérdida de general-
idad, el racional 1 esta pintado de rojo, y el namero total de coloraciones
sanfermineras sera exactamente el doble.

Supongamos entonces que tenemos una coloracion sanferminera con el 1 pin-
tado de rojo. Dado el color del racional > 0, el color del racional —x < 0
tiene que ser distinto, pues * + (—x) = 0; al mismo tiempo, como 1 es
rojoy 1 + 0 = 1, necesariamente 0 es blanco. Luego fijado el color de cada
racional positivo en una coloracion sanferminera, quedaria fijado el color de
todos los racionales. Al mismo tiempo, para cada racional positivo , como
(x+1) + (—x) = 1, entonces « + 1 y —x tienen color distinto, luego = y
x + 1 tienen el mismo color. Por induccion sobre n, se comprueba entonces
facilmente que para cada racional positivo « y para cada entero positivo n, los
racionales = y n 4 x tienen el mismo color. En particular, todos los enteros
positivos seran necesariamente de color rojo.

Coloreados entonces todos los enteros positivos de color rojo, procedemos
ahora de la siguiente manera para los racionales positivos g que no tienen un
color asociado todavia: expresamos q = m + 7/, donde m es la parte entera
de ¢, y © < v son enteros positivos primos entre si; esta expresion es clara-
mente UGnica para cada racional positivo g, y para dos racionales positivos
que difieran en un entero, los valores de u,v son claramente los mismos. Si
— tiene ya un color asociado, entonces le asociamos a q el color opuesto; si
~ ho tiene todavia color asociado, entonces procedemos de la misma forma
con ., hasta llegar a un racional que si tenga color asociado, pudiendo en-
tonces asociarle un color a ;, y asociandole a q el color opuesto; noétese que
en cualquier caso x y n 4+ « tendran el mismo color asociado. El proceso

. . 4 .
termina necesariamente, ya que expresando ¢ = i = m + 7, se tiene que

vv’ = muv’ + wu’, luego al ser primos entre si u,l':;, entonces u divide a v/,
y al ser primos entre si u’,v’, entonces v’ divide a u, luego u = v’ > /,
y tras a lo sumo v pasos, llegariamos a v’ = 0, es decir, a un entero, que
si tiene asociado un color. Noétese ademas que el proceso es Unico ya que,

en cada paso, los valores de m, u, v quedan univocamente determinados por
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el valor del racional positivo g, con lo que al ser todos los enteros positivos
rojos, cada racional positivo podra tener uno y so6lo un color asociado. Esta
coloracion tinica para los racionales positivos se extiende también de forma
unica a todos los racionales, como ya hemos visto. Existe entonces a 1o sumo
una coloracion sanferminera pintando el racional 1 de rojo.

Comprobemos que en efecto esta coloracion tnica que hemos construido sat-
isface las condiciones del enunciado:

1) Six +y = 0 con  # y, sin pérdida de generalidad x > 0 > y =
—x, luego y tiene, por la forma de extender la coloracion a todos los
racionales, color distinto al de x.

2) Si zy = 1 con * # y, o ambos son positivos, o ambos son negativos,
teniendo en el segundo caso x, y colores respectivamente opuestos a los
de —x, —y, que serian positivos, reduciéndose la comprobacion al primer
caso. Si x,y son ambos positivos, sin pérdida de generalidad > 1 > vy,

—_ E Ly} . 2
con y = 0 + 7 para enteros pos:)tlvos u < v, y por construccion a y se le

asigna color opuesto al de = = .

3) Siz+y = 1 con x # y, entonces sin pérdida de generalidad « > y, y bien
x = 1 es rojo, y = 0 es blanco, bienx >1> 0> y,bien1l > x > y > 0.
En el segundo caso, el racional positivo  — 1 tiene por construccion el
mismo color que x, luego por 1),  tiene color opuestoa 1 —xz = y. En
el tercer caso, existen enteros positivos u < v primos entre si tales que

uiv’ Yy = uiv. Por construccion y por 2), « tiene color opuesto al

de ”T'"” = 1+ 7, luego x tiene el mismo color que ;. Pero también por
construccion y por 2), y tiene color opuesto al de “—::” = 1+ 7, luego

opuesto al de 7, y opuesto al de x.

Tr —

Luego la coloracion construida es sanferminera, y es la inica que puede ser
sanferminera con el racional 1 pintado de rojo. Restaurando la generalidad,
hay exactamente dos coloraciones sanfermineras.

6. Sea (S,). conn > 0, la sucesion definida por:

(i S, =1para0 < n < 2011.
(i) Sn+42012 = Sn+2011 + Sh, paran > 0.

Prueba que, para todo entero no negativo a, se cumple que S20114 — Sa €S
multiplo de 2011.

Solucion. Sea p = 2011. Observemos que p es primo. Sea A, el nimero
de formas de cubrir un tablero de [n filas] X [(p 4+ 1) columnas] con fichas
de dimensiones 1 X (p + 1) (que podemos colocar horizontal o verticalmente).
Probemos primero que A,, = S,. En efecto, tenemos que:

eparal<n<p A,=1=85,.
* Apt1=2= Spt1.

eparan > 0, Apipt1 = Anyp + Ap; en efecto, al cubrir un tablero de
[(n 4+ p+ 1) filas] X [(p + 1) columnas] con fichas de 1 X (p + 1), se da
uno de los dos casos siguientes:
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* 0 bien la ultima fila, de (p + 1) casillas, esta cubierta por una ficha
colocada horizontalmente: en este caso, hay A, 4, formas de cubrir
el tablero.

* o bien las (p + 1) ultimas filas, cada una de (p + 1) casillas, estan
cubiertas por (p + 1) fichas en posicion vertical: en este caso, hay
A, formas de cubrir el tablero.

Deducimos que, para n > 0, A, = S,,. Hallemos ahora una expresion de
A, en funcién de n. Escribamos la division euclidea de n por (p + 1): n =
g(p + 1) + r. Observemos que, al cubrir el tablero, se pueden juntar las
fichas colocadas en posicion vertical para formar cuadrados de (p+1) X (p+
1): Llamemos bloques a estos cuadrados. Sea AF el numero de formas de
cubrir el tablero con k bloques, para 0 < k < ¢g. Dada una de estas formas
de cubrir el tablero, llamemos Bj,..., B a los bloques ordenados de arriba
hacia abajo, y sean ap el numero de filas situadas encima de Bj, a1 €l namero
de filas entre By y Ba2, a2 €l namero de filas entre B3 y Bs,. .., ai €l numero
de filas debajo de By. Por ejemplo, en el dibujo anterior, kK = 2,a¢9 = 5,a1 =
3,a2 = 0. Entonces se tiene que ag + --- 4+ ar =n — (p + 1)k.
Reciprocamente, a una (k 4+ 1) — upla de enteros no negativos (ao, ..., a) tal
que ag+- - -+ar = n—(p+1)k, le podemos asociar una tnica forma de cubrir
el tablero con k bloques, colocando de forma alternada y de arriba hacia abajo
ap fichas horizontales, un bloque, a; fichas horizontales, un bloque,. .., ax_1
fichas horizontales, un bloque, a fichas horizontales.

Por tanto, A es el numero de (k + 1) — uplas de enteros no negativos

(ao,-..,ak) tales que ap + +-+ + ax, = n — (p + 1)k, luego AF = (n_kpk)-

. L (n—pk .
Deducimos que S,, = A, = Z . Estudiemos finalmente S,. =

k=0
pc
L’-ﬁ-lJ p(C _ k)
Z < " ) (mod p). Para ello, utilizamos el lema siguiente:
k=0

Lema. Para todo primo p y enteros a y b, se tiene

(i) (ZZ) = (Z) (mod p).

(ii) Sip no divide a b, entonces p divide a (¥").

Si admitimos el lema,
|5 ]

w2 0= E

k= EJ < ‘kp"’) = S, (mod p),

que es lo que queriamos probar.

Demostracion del lema. (i)

a—1 a
- H(pk:—l—l)...(pk—l—p—l) H(Pk’)
<pb) = b1 = a—b—1 T = a—b
[[ek+1)...00k+p—-1) [[ Pk+1)...(0k+p—1) [[@k) [] (@k)
k=0 k=0 k=1 k=1
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= (- 1(>(!§)b_<(;)?a1>!>a-b (3) =) emean)

(ii) Si n es el cociente de b dividido por p,

w((£)) = X woh- 3w = 3 wmh- S wEk e >0

k=n+1 k=1 k=n+2 k=1
a a—n—1
puesto que Z vp(pk) — Z vp(pk) > 0.
k=n+2 k=1
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MEDITERRANEAN MATHEMATICAL COMPETITION 2011

Problems

1. A Mediterranean polynomial is polynomial with real coefficients having only
real zeros of the form

7
M(z) = z'% — 20a° + 1352° + > apz®
k=0

Find the largest real number that occurs as a zero of some Mediterranean poly-
nomial.

2. Let A be a finite set of positive reals numbers, let B = {z/y|x,y € A}
and let C = {xy|xz,y € A}. If we denote by card(X) = |X|, then show that
|Al - |B] < |C|2.

3. Froma regular tetrahedrom ABCO of altitude h a tetrahedorm of antitude
xh is cutt off by a plane DEF parallel to its base. The remaining frustrum is
placed on one of its slant faces on a hori- zontal plane. The frustrum is unstable
and ready to falling over. Prove that

:c3+:132+:13=2

4. Let D be the foot of the internal bisector of ZA of triangle ABC'. The straight
line joining the incenters of triangles ABC and ACD cuts AB and AC at M
and N, respectively. Show that BN and C'B meet on the bisector AD.
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MEDITERRANEAN MATHEMATICAL COMPETITION 2011

Solutions

1. A Mediterranean polynomial is polynomial with real coefficients having only
real zeros of the form

7
M (z) = 2'° — 202% + 1352% + Z apx®
k=0

Find the largest real number that occurs as a zero of some Mediterranean poly-
nomial.

Solution. Suppose that the zeros of a given Mediterranean polynomial are «,

1, x2,...,Tg, respectively. Let us denote by
9 9
S:Z%’, t:Zm?, and u = E ;T
i=1 i=1 1<i<j<9

On account of Viéte formulae, we have s = 20 — a, u = 135 — s = 135 —
20 4+ a?. Moreover, t = s — 2u = 130 — a?. On the other hand, we have

0< ) (wi—=y)* =8t —2u=10(a+7)(11 — )
1<i<j<9

from which follows « < 11. Since polynomial
7
M(z) = (z—11)(z —1)° =2'% — 202° + 1352° + > _ aza®
k=0
= 219—2022+1352%—4802"+10502°—15122°+14702*— 96023 +4052%2—100x+11

is a Mediterranean polynomial one of which zeros is a = 11, then 11 is the
number required and we are done.

2. Let A be a finite set of positive reals numbers, let B = {z/y|x,y € A}
and let C = {xy|xz,y € A}. If we denote by card(X) = |X|, then show that
|Al - |B| < |C%

Solution. For b € B, let b = x(b)/y(b), (x(b),y(b) € A) be the representa-
tion of b for which z(b) is smallest. Now consider the function f : A x B —
C x C defined for any (a,b) € A X B by

f(a,b) = (a-@(b),a-y(b))

We claim that f is injective. Indeed, let (a1,b1) and (a2, b2) be two elements
of A X B such that f(a1,b1) = f(a2,b2). Then

a CB(bl) = a - .’L'(bz) and aj - y(bl) = a - y(bz)
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x(b1) _ x(b2)
y(b1)  y(b2)
we have a; - €(b1) = asz - x(b2) and a; = as. Hence (a1,b1) = (a2, b2). That
is, f is injective as claimed. From the injectivity of f immediately follows the
inequality proposed in the statement.

from which follows after division that and so by = b,. Then,

3. Froma regular tetrahedrom ABCO of altitude h a tetrahedrom of altitude
xh is cut off by a plane DEF parallel to its base. The remaining frustrum is
placed on one of its slant faces on a horizontal plane. The frustrum is unstable
and ready to falling over. Prove that

:c3+:132+m=2

Solution. First, it is convenient to interpret mathematically the last two sen-
tences of the statement. Namely, The remaining frustrum is placed on one
of its slant faces on a horizontal plane. The frustrum is unstable and ready
to falling over. With the notations of Figure 1, if the slanted face ADEB (a

Figure 1: Mathematical interpretation.

trapeze which major base is AB), and if G is the centroid of the frustrum,
a reasonable interpretation is that the projection H of the point G over the
plane ABO lie on the segment DE. This interpretation was included in the
statement given to the contestants in the Mediterranean Mathematical Com-
petition.

Adding points G and H to Figure 1, completing the tetrahedrom and drawing
the centers P and P’ of the faces ABC and DEF; the centroids G; and G2
of OABC and ODEF, respectively; we get Figure 2.

Since the volumes of the two tetrahedroms are proportional to the cubes of
the altitudes OP = h and OP’ = xh, then

—  h3(1—23)0C + h®230Gs
oG, = -

on account of baricentric calculus. From the preceding, we get

— —

OG;1 — 230G

50, - 0% =08,
1— 3
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Figure 2: Complete figure.

Distances OG; and OG2 are given by
3 3 3 ., 3
OG1 =-OP = —-h and OG3 = -OP’' = —xzh
4 4 4 4
(This result is attributed to Federico Commandino (1506-1575) an Italian
mathematician known for his translations of Greeks mathematicians).
From the preceding we obtain

3h — 3z*h _ §h(1 +x)(1 + x?)

OG =
1 — a3 4 1+ x4+ 22

from which follows

33—z —x%— 23

4(1 + = + z2?)

P'G=0G - OP' =

Now, we present another way to obtain expression P’G (see Figure 2). Let
N be the orthogonal projection of P on AB. Then ON meets DE in H
GH is perpendicular to plane AOB. Applying the altitude theorem to the
right triangle G HO after computing the altitudes NP and H P’ in the similar
triangles PNO and P'HO.

Since we know the length of the edges of tetrahedrom O ABC with altitude h,

then
3
OA:h\/>
2
and
2 2 2 3 2 2 1 5
PN =0ON*—-0OP* =|—-——-])0OA“ = —-h
4 3 8
So,

1 1
PN=—h and P'H=——zxh
242 2+/2

Using the altitude theorem again, we have
P'H? = P'G-P'O
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from which follows

8zh 8
Finally, equating both expressions of P’'G we get

3—:B—:c2—x3h_ach
414+ +x2) 8

— x + x> + 2 =2
This equation only have one real root which approximate value is 0, 81054.

4. Let D be the foot of the internal bisector of Z A of triangle ABC'. The straight
line joining the incenters of triangles ABC and ACD cuts AB and AC at M
and N, respectively. Show that BN and C' B meet on the bisector AD.

Solution. Let I, I» be the incenters of AABD and AAC D respectively, and
let Q = I I, N AD. Since I; lies on M Q, applying the theorem of transversals
yields
MB QD
AD + —.c= BD

MA QA
Since I, lies on QN, applying the theorem of transversals again, yields
QD NC
-b+ -AD = DC
QA NA

Dividing the first one by ¢ and the second one by b, we obtain

MB AD+QD_BD
MA ¢ QA ¢

and
NC AD QD _ DC

NA b TQa b

Subtracting and taking into account the internal bisector theorem yields

A

=S\

C

MB AD NC AD_O©MB AD NC AD
MA ¢ NA b MA ¢ NA b
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The last equality can be written as

MB 2bc . A NC 2bc LA
. sin — = . sin —
MA c¢(b+c) 2 NA bbb+ c) 2

or

MB NC

T p="".c 1)
MA NA

To see that BIN and CM meet on the internal bisector it will be suffice to

verify that
BM NA CD B

. . =1

MA NC DB ’
which it is indeed the case by (??) and the internal bisector theorem. So, the
converse of Ceva’s theorem finish the job.
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INTERNATIONAL MATHEMATICAL ARHIMEDE CONTEST 2011

Problems

1. Find all functions f : N — [0, +o0) such that £(1000) = 10 and

n 1
f(n+1) :kZ:%fz(k)_|_f(k)f(k:+1)—|—f2(k+1)

for all integer n > 0. (Here, f2(i) means (f(i))2.)

2. Let ABDC be a cyclic quadrilateral inscribed in a circle C. Let M and
N be the midpoints of the arcs AB and CD which do not contain C and A
respectively. If M N meets side AB at P, then show that

AP AC+ AD
BP BC + BD

3. Placen points on a circle and draw in all possible chord joining these points.
If no three chord are concurrent, find (with proof) the number of disjoint regions
created.

4. Inscribed circle of triangle ABC touches sides BC, CA, AB at the points
X.,Y, Z, respectively. Let AA’, BB’, CC’ be the altitudes of triangle ABC and
M, N, P be the incenters of triangles AB’C’, BC'A’, CA’ B’, respectively.

a) Prove that M, N, P are orthocenters of triangles AYZ, BZX, CXY,
respectively.

b) Prove that common external tangents of these incircles, different from tri-
angle sides, are concurrent at orthocenter of triangle XY Z.

8. Solve in the set of integers the following equation x + y5 + 2% 4+ t° = 93.

6. Leta,b,c € (0, +o0) such that a + b 4+ ¢ = 1. Prove that

a b c
<1
a3—+—b2c—|—czb+ b3—|—c2a—+—a20+c3—+—a2b—|—b2a 1+ 2Tabc
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INTERNATIONAL MATHEMATICAL ARHIMEDE CONTEST 2011

Solutions

1. Find all functions f : N — [0, +o0) such that £(1000) = 10 and

n 1
Fnt+1) =) F2(k) + F(R)f(k+1)+ f2(k+1)

k=0

for all integer n > 0. (Here, f%(i) means (f(i))2.)
Solution. We have
- 1
FOED =S = 2 a1 f e+ 1) + G+ 1)

k=0

n—1 1

-2 F2(k) + F(R)f(k+1) + f2(k+ 1)

k=0
1

f2n) + f(n)f(n+1) + f2(n+1)

Rearranging terms, we get f3(n 4+ 1) — £3(n) = 1 from which follows
n+)=14+BN)=2+Rn-1)=...=(n+1)+ f3(0)
Putting n = 999, we get £3(1000) = 1000+ £3(0) from which follows £3(0) = 0

and £(0) = 0. So, f3(n+1) =n+1and f(n) = I/n.

2. Let ABDC be a cyclic quadrilateral inscribed in a circle C. Let M and
N be the midpoints of the arcs AB and CD which do not contain C and A
respectively. If M N meets side AB at P, then show that

AP AC+ AD
BP BC + BD

Solution. Applying Ptolemy’s theorem to the inscribed quadrilateral ACN D,
we have
AD-CN + AC-ND = AN -CD

Since N is the midpoint of the arc CD, then we have CN = ND = x, and
AN - CD = (AC + AD)«x. Likewise, considering the inscribed quadrilateral
CNDB we have BN - CD = (BD + BC)x. Dividing the preceding expres-
sions, yields

AN AC+ AD

BN BD + BC
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Applying the bisector angle theorem, we have
AN AP
BN BP
This completes the proof.

3. Placen points on a circle and draw in all possible chord joining these points.
If no three chord are concurrent, find (with proof) the number of disjoint regions
created.

Solution. First, we prove that if a convex region crossed by L lines with P
interior points of intersection, then the number of disjoint regions created is
Ry = L + P + 1. To prove the preceding claim, we argue by Mathematical
Induction on L. Let R be an arbitrary convex region in the plane. For each

L > 0, let A(L) be the statement that for each P € {1, 2,..., (;‘) } if L lines

that cross R, with P intersection points inside R, then the number of disjoint
regions created inside R is R, = L + P + 1.

When no lines intersect R, then P = 0, and so, Ry = 0+ 0+ 1 = 1 and
A(0) holds. Fix some K > 0 and suppose that A(K) holds for K lines and
some P > 0 with Rxk = K + P + 1 regions. Consider a collection C of K + 1
lines each crossing R (not just touching), choose some line £ € C, and apply
A(K) to C\{¢} with some P intersection points inside R and Rx = K+ P+1
regions. Let S be the number of lines intersecting ¢ inside R. Since one draws
a (K + 1)—st line ¢, starting outside R, a new region is created when £ first
crosses the border of R, and whenever £ crosses a line inside of R. Hence the
number of new regions is S + 1. Hence, the number of regions determined by
the K + 1 lines is, on account of A(K),

Rki1=Rg+S+1=(K+P+1)+S+1=(K+1)+(P+8S)+1,

where P + S is the total number of intersection points inside R. Therefore,
A(K + 1) holds and by the PMI the claim is proven.
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Finally, since the circle is convex and any intersection point is determined by

n
a unique 4—tuple of points, then there are P = (4 intersection points and

L = <Z> chords and the number of regions is R = (Z) + (Z) + 1.
4. Inscribed circle of triangle ABC touches sides BC, CA, AB at the points

X.,Y, Z, respectively. Let AA’, BB’, CC’ be the altitudes of triangle ABC and
M, N, P be the incenters of triangles AB'C’, BC'A’, C A’ B’, respectively.

a) Prove that M, N, P are orthocenters of triangles AYZ, BZX, CXY,
respectively.

b) Prove that common external tangents of these incircles, different from tri-
angle sides, are concurrent at orthocenter of triangle XY Z.

Solution.

. . o AM B'C’
a) Since triangles AB’C’ and ACB are similar, we get A - BC -

cos A, where T is the incenter of ABC. AT is a diameter of circumcircle
of isosceles triangle AY Z, so it contains its orthocenter, meaning that
M is the orthocenter of triangle AB’C’ because it is easy to see that for
orthocenter above relation is true. The same argument holds for N and
P and orthocenters of BC’A’ and C A’ B, which finishes part a).

b) From a) we get that M, N, P and I are symmetric with respect to the
sides YZ, ZX, XY. Denote by H an orthocenter of triangle XY Z.
From everything above we conclude that M, N, P are circumcenters of
triangles HY Z, HZX, HXY , respectively. Thus, the sides of triangle
MNP are medians of HX, HY, HZ. Since X, Y, Z lie on the sides of
triangle which are common external tangents of corresponding circles,
other external tangents really contain point H.

5. Solve in the set of integers the following equation x® + y°® + 2% + t5 = 93.

Solution. First, we observe that if z € Z, then z® = r(mod11) where r €
{—1,0,1}.So, z5+y5+2°+t> = r (mod 11) ifz, y, 2, t € {—4,-3,—2,—1,0,1,2,3,4}.
Note that 93 = 5 (mod 11). Then, it follows that the given equation does not

have integer solutions.

6. Leta,b,c € (0, +00) such that a + b + ¢ = 1. Prove that

a b c
<1
a3+bzc—|—c2b+ b3—|—c2a+a2c+c3+a2b+b2a s+ 27abc

Solution. To prove the the inequality claimed, we will apply CBS inequality.
Indeed, we have

(o) = (zve) < (z) (2%)

33



Writing the preceding in the most convenient form

a? 2
—_ >
ST (Ya) /(e
cyc cyc cyc
c? 2 1
+t1 2 (Za> /(Za>
b cyc cyc
from which immediately follows

s S (Se)

cyc cyc

we have

a2

a3—|—b2c—|—c2b:T+
a

S
O\H‘ o

So, on account of the preceding and the constrain, we have

2
a b c 1
a3—|—b2c—|—c2b+b3+c2a+a20+03+a2b+b2a - <Za> ( a) /( a)

cyc cyc cyc

-(22)/(5e) - za =t

Now, applying Jensen’s inequality to the convex function f : (0,+00) — R
defined by f(t) = t3, we get 9(a®+ b3 +c3) > (a+b+c)3. Taking into account
the well-known identity

a®+b3+3 = (a—|—b—|—c)[(a2+b2+c2)—(ab—|—bc—|—ca)]—|—3abc
= (a+b+c)[(a+b+c)? —3(ab+ bc + ca)] + 3abc

and again, on account of the constrain, we have
a® 4+ b% + c® =1 — 3(ab + be + ca)] + 3abc;

and 9(a® + b2 +¢c®) > (a+b+c)? becomes 27(abc — (ab+bc+ca))+8 >0
from which follows ab + bc + ca S ~ + abc. Finally, we have

a b c ab + be + ca
+ + < <1+
a3 4+ b2c 4+ c2b b3 4+ c2a + a?c 3 + a?b + b2a abe 27abc

Equality holds when a = b = ¢ = 1/3 and we are done.
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LII OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICAS

Enunciados

1. Para cualquier conjunto A = {ai,a2,as3,a4} de cuatro enteros positivos
distintos se denota la suma a; + as + az + a4 por sa. Sea na el niumero de
parejas (i,j) conl < i < j < 4 para las cuales a; + a; divide a s 4. Encontrar
todos los conjuntos A de cuatro enteros positivos distintos para los cuales se
alcanza el mayor valor posible de n 4.

2. Sea S un conjunto finito de dos o mads puntos del plano. En S no hay tres
puntos colineales. Un remolino es un proceso que empieza con una recta £ que
pasa por un unico punto P de 8. Se rota £ en el sentido de las manecillas del
reloj con centro en P hasta que la recta encuentre por primera vez otro punto de
S al cual lamaremos Q. Con Q como nuevo centro se sigue rotando la recta en
el sentido de las manecillas del reloj hasta que la recta encuentre otro punto de
S. Este proceso continuia indefinidamente.

Demostrar que se puede elegir un punto P de S y una recta £ que pasa por P
tales que el remolino que resulta usa cada punto de S como centro de rotaciéon
un numero infinito de veces.

3. Sea f una funcién del conjunto de los niimeros reales en si mismo que
satisface

Fx+y) <yf(z)+ f(f(x))

para todo par de ntiimeros reales x, y. Demostrar que f(x) = 0 para toda
x < 0.

4. Sean > 0 un entero. Se dispone de una balanza de dos platillos y de n
pesas cuyos pesos son 29, 21,...,2""1, Debemos colocar cada una de las n
pesas en la balanza, una tras otra, de manera tal que el platillo de la derecha
nunca sea mas pesado que el platillo de la izquierda. En cada paso, elegimos
una de las pesas que no haya sido colocada en la balanza, y la colocamos ya
sea en el platillo de la izquierda o en el platillo de la derecha, hasta que todas
las pesas hayan sido colocadas. Determinar el niimero de formas en las que
esto se puede hacer.

8. Sea f una funcion del conjunto de los enteros al conjunto de los enteros
positivos. Se supone que para cualesquiera dos enteros m y n, la diferencia
f(m) — f(n) es divisible por f(m — n). Demostrar que para todos los enteros
m yn con f(m) < f(n), el niimero f(n) es divisible por f(m).

6. Sea ABC un triangulo acutangulo cuya circunferencia circunscrita es T.
Sea ¢ una recta tangente a T', y sean £,, £, y £. las rectas que se obtienen al
reflejar £ con respecto a las rectas BC, C A y AB, respectivamente. Demostrar
que la circunferencia circunscrita del triangulo determinado por las rectas £q, £y
y £. es tangente a la circunferencia T'.
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XXVI OLIMPIADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICAS

Enunciados

1. En la pizarra esta escrito el niimero 2. Ana y Bruno juegan alternadamente,
comenzando por Ana. Cada uno en su turno sustituye el nuiumero escrito por
el que se obtiene al aplicar exactamente una de las siguientes operaciones:
multiplicarlo por 2, o multiplicarlo por 3, o sumarle 1. El primero que obtenga
un resultado mayor o igual a 2011 gana. Hallar cudl de los dos tiene una
estrategia ganadora y describir dicha estrategia.

2. Encontrar todos los enteros positivos n para los cuales existen tres niimeros
enteros no nulos x,y,z talesquex +y+z =0y

1 1 1 1
+-+ :

3. Sea ABC un triangulo y sean X,Y, Z los puntos de tangencia de su cir-
cunferencia inscrita con los lados BC, C A, AB respectivamente. Suponga
que C1, C2, C3 son circunferencias con cuerdasY Z, Z X, XY , respectivamente,
tales que Cy y Cs se corten sobre la recta CZ y que C1 y Cj3 se corten sobre la
recta BY . Suponga que C; corta a las cuerdas XY y ZX en J y M, respec-
tivamente; que Cs corta a las cuerdas YZ y XY en L e I, respectivamente; y
que C3 corta a las cuerdas YZ y ZX en K y N respectivamente. Demostrar
quel,J, K, L, M, N estan sobre una misma circunferencia.

4. Sea ABC un triangulo acutangulo, con AC # BC, y sea O su circuncentro.
Sean P y Q puntos tales que BOAP y COPQ son paralelogramos. Demostrar
que Q es el ortocentro de ABC.

5. Sean x1,..., Ty NUMeros reales positivos. Demostrar que existenay,...,a, €
{—1,1} tales que

2 2 2
a1xy + -+ anx, > (a1z1 + -+ - anTn)”.

6. Sean k y n enteros positivos, con k > 2. En una linea recta se tienen kn
piedras de k colores diferentes de tal forma que hay n piedras de cada color. Un
paso consiste en intercambiar de posicion dos piedras adyacentes. Encontrar
el menor entero positivo m tal que siempre es posible lograr, con a lo sumo m
pasos, que las n piedras de cada color queden seguidas si:

a) n es par.

b) n es impar y k = 3.
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